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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  393  (CATALAN) 

(TOirt.  XVI,  p  312); 

Par  IVIM.  Marius  LAQUIÈRK  et  Georges  FËNÉON, 
ÉlèTes  du  lycée  Saint-Louis. 


Je  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  à 
l'extrémité  A  de  l'ordonnée  y^.  Les  équations  des  deux 
courbes  seront 

L'aire  comprise  entre  Taxe  des  j:,  une  ordonnée  quel- 
conque, et  la  courbe,  sera  :  pour  la  parabole  cubique 

I  \  ,«         ^  / m       nx  x^\ 

et  pour  la  parabole  du  deuxième  ordre 

Or,  les  deux  courbes  passant  par  les  trois  points  A  ,  C ,  E^ 
Ton  a 

r.-ro  =  ^  (/»  H- /ïo +/^^')  =  ^(M -f- N^) 


(6) 

el 

j,  —  ^ ,  =  2  d"  ( /w  H- 2 /KÎ  +  4 /?  ^0  =  î^  «^  (  M  +  2  N  ^  )  , 

d'où 

M  =  m— 2/?^%  N=:/2-h3/?5. 

L'expression  (a)  devient  alors 

(3)  ,.^__^*.+__Z..|. 

Faisant  x  =  2  J ,  les  expressions  (i)  et  (3)  des  deux  aires 
deviennent  égales  à 

Ainsi  les  aires  des  deux  triangles  curvilignes  terminés 
aux  paraboles  du  deuxième  et  troisième  ordre  et  à  l'axe 
des  j:  et  à  l'ordonnée  y,  sont  équivalentes. 

Il  en  résulte  évidemment  que  les  surfaces  curvilignes 
BCA,  CDEC,  sont  équivalentes. 

Or  Ton  sait  que  la  surface  d'un  trapèze  parabolique 
compris  entre  deux  ordonnées  j^o  et  j^j  a  pour  expression 

y^  étant  l'ordonnée  également  distante  de/o  et  j^. 

Elle  donne  donc  exactement  aussi  l'aire  comprise  entre 
les  mêmes  limites  pour  la  parabole  cubique. 

Il  en  résulte,  en  outre,  que  la  formule  de  Thomas  Simp- 
son est  rigoureusement  applicable  à  la  parabole  cubique 
dont  elle  décompose  Taire  en  trapèzes  qu'elle  évalue  exac- 
tement. 


(7) 


NOTE  SUR  L  EXTRACTION  DE  Û  RACINE  CURIQIIE; 

Par  m.  forestier, 

Licencié  es  Sciences  mathématiques,  Professeur  à  Sainte-Barbe. 


Lorque  Ton  veut  obtenir  la  racine  cubique  du  plus 
grand  cube  entier  contenu  dans  un  nombre  donné ,  quel- 
ques traités  d^ arithmétique  font  faire  le  cube  de  la  racine 
pour  vérifier  le  dernier  chiffre  de  cette  racine  ;  ce  procédé 
est  très-long  quand  on  veut  obtenir  un  grand  nombre  de 
chiffres  à  la  racine.  v 


162467496379409  ... 
195 


545 


3  7  4.6  7 
3  2/,  64 


5oo  3  4*96 
44 I 46a5 


5  8  8  8  7  I  3.7  9 
5352  338  I  6 

5  3  6  3  7  5.6  3 


3.5*  =  75.. 

1616 
8116.4 
16 


i54 
616 


3.54'  = 

1 

=  8748.. 
8125 

882925.5 

[      25 

1625 
5 

8125 

3. 545»  = 

=  891075.. 
98i36 

16356 
6 

• 

89205636.6 
36 

98i36 

3.5456*  =  89303808 


D'autres  traités  forment  les  diverses  parties  dii  cube  qui 
se  trouvent  dans  le  reste j  ce  moyen,  quoique  plus  expé- 
ditif  que  le  précédent  9  est  encore  assez  pénible  parce 
qu'il  faut  former  trois  fois  le  carré  de  la  racine  obtenue 
pour  la  détermination  du  chiffre  suivant. 


(8) 

C'est  cette  partie  des  calculs  que  nous  nous  proposons 
de  simplifier^  et  même  de  faire  disparaître  complètement 
sans  rien  changer  aux  autres  calculs. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  cubique  du  plus  grand 
cube  entier  contenu  dans  162467496379409.... 

(Voir  les  calculs  ci-contre.) 

Après  avoir  obtenu  le  second  chiffre  de  la  racine  4  par 
une  division ,  on  peut  vérifier  ce  chiffre  de  la  manière 
suivante. 

On  forme  trois  fois  la  racine  ce  qui  donne  1 5 ,  on  écrit 

4  à  la  suite  ce  qui  donne  i54  et  on  multiplie  par  4  le 
produit  616  =  3  ai  +  &*  (en  représentant  par  a  le  chiflfre 

5  déjà  obtenu  et  par  b  le  chiffre  à  vérifier). 

On  écrit  ce  produit  au-dessous  de  7500  et  on  fait  la 
somme ,  ce  qui  donne 

En  multipliant  ce  nombre  par  4 9  on  obtient  32464 
qui  contient  3a*i  -f-  3  ai*  +  i',  c'est-à-dire  les  diverses 
parties  du  cube  contenues  dans  le  reste. 

On  voit  dans  notre  exemple  que  4  est  le  chiSre  de  la 
racine. 

Pour  obtenir  le  troisième  chiffre  de  la  racine,  il  faut 
former  3.54*.  Ce  produit  s'obtient  en  écrivant  4'  ou  16 
au-dessous  des  nombres  616  et  81 16,  ce  qui  donne  le  la^ 
bleau  suivant  : 

616=  Zab^b^ 

8ji6=     Za^-^Zab-^b^ 

16=:  b^ 


8748=3«»+-6û^-i-3^» 

Or  trois  fois  le  carré  de  54  donne 

3  («  4-  ^  )'  =  3fl'  -f-  6ab  -^  3^'. 


•        (9) 

On  voit  par  là  que  cette  partie  des  calculs  se  trouve  ra- 
menée à  une  addition  de  trois  nombres  déjà  formés. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  tableau^  on  voit  comment  on 
peut  disposer  les  calculs. 

On  peut  même  les  abréger  en  se  dispensant  d'écrire  deux 
fois  les  nombres  que  Ton  a  à  soustraire  et  effectuer  les 
soustractions  en  même  temps  que  Ton  fait  les  produits. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  396 

(TOir  t.  3^VI,  p.  4S8); 

Par  m.  p.  CHALLIOT, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson). 


Par  le  sommet  d'un   triangle  plan  ABC,  mener  une 
droite  telle,  que  les  perpendiculaires  BB',  CC  abaissées 


rcspectivepient  des  sommets  B  cl  C  sqr  cette  droite,  for- 


(    lO   )  . 

ment  deux  triangles  rectangles  ABB',  ACC  équivalents. 
Soit  AX  la  droite  demandée.  Posons 

CAX==a?,     BAX=r, 

nous  avons 

Cherchons  leur  différence. 
On  demande  que 

AG'.CC'=:AB'.BB'. 

Remplaçant  ces  lignes  par  leurs  valeurs 

^'ccsârsino?  =  c?co%y  sinj^, 
sin  2  X      c* 


d*où 

8m2^ 

F' 

sin2:p  — 

sin  2^ 

—  *» 

sin2;i;  — 

sin2y 

-+-*'' 

et,d' 

'après  un 

théorème 

connu 

tang(a? 

-y)- 

c»- 

-i' 

tang  A  c'  -I-  A' 

Pour  construire,  écrivons  cette  égalité  sous  la  forme 

c 

tang(jc  — ^) c 

tang  A  b^ 

c-f-  — 

c 

Tirez  CD  de  façon  que  l'angle  ACD=:  ABC,  les  triangles 
semblables  ACD,  ACB  donnent 

.^      ÂC*     b' 
AD  =  -— =— . 

AB       c 

Prenez  AD'  =  AD ,  au  point  B  faites  un  angle  droit  sur 
AB,  joignez  D' L ,  par  le  point  D  menez  DK  parallèle  à 


D'L, 

,  joignez  AK;  on 
tangBAK 

( 

aura 
BK 

'«   ) 
BD 

c  — 

c 

tangA 

"BL 

"~BD'  ' 

<?-+• 

h'' 

c 

Donc 

BAK=x— ^. 

n  ne  reste  plus  qu'à  mener  la  bissectrice  AX  de  Fangle 
BAK,  ce  sera  la  droite  demandée. 

Remarque  I,  Si  le  triangle  est  isocèle,  b  =  c^  on  a 
x  =  jr^LiB,  bissectrice  de  Tangle  du  sommet  répond  évi- 
demment à  la  question. 

Remarque  II.  Si  l'on  demandait  que  les  triangles,  au 

lieu  d'être  équivalents,  fussent  dans  un  rapport  donné 

m  ... 

— >  on  arriverait  à 
n 

aDg(;r — j-) c^  —  b*    m 

tang  A  c^  -H  ô'    n 

ce  qui  se  construirait  d'une  manière  analogue. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  394  (SALNON) 

(TOir  l.  XVI,  p.  U7)  ; 

Par  m.  Marius  LAQUIÈRE, 
Élève  du  lycéo  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie). 


La  question  revient  à  prouver  que  le  rapport  anhar- 
monique  de  quatre  cordes  partant  de  T extrémité  d'un 
même  diamètre  est  égal  à  celui  des  quatre  cordes  supplé- 
mentaires, puisqu'à  tout  système  de  diamètres  conjugués 
correspond  un  système  de  cordes  supplémentaires  paral- 
lèles. 


(  »o 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  sui- 
vant: 

Soient  quatre  points  ^ ,  Ci ,  Cs ,  Cs  d'une  conique ,  et  un 
cinquième  point  quelconque  m.  Le  rapport  aiiharmonique 
des  quatre  droites  me ,  mci ,  mc^ ,  mc^ ,  est  indépendant 
de  la  position  du  point  m  sur  la  circonférence  de  la  co- 
nique. 

Ce  théorème  est  évident  pour  le  cercle,  je  vais  l'en  dé*- 
duire  pour  une  conique  quelconque. 

Je  place  la  conique  sur  un  cône  dont  le  sommet  soit  S  ; 
&oit  O  un  cercle  tracé  sur  ce  cône.  Les  génératrices  Se, 
Sci,Scs,  Sc3,Sm,« . .,  déterminent  sur  le  cercle  cinq 
points  Cf  Ci,  Ctf  c^9  M. 

Quel  que  soit  le  point  m ,  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  plans  mcS,  me,  S, . . . ,  est  égal  à  celui  des  quatre 
droites  me,  me, , . . . ,  ainsi  qu'à  celui  des  quatre  droites  MC, 
MC, , ....  Le  rapport  des  quatre  cordes  concourantes  de 
la  conique  est  donc  égal  à  celui  des  quatre  cordes  concou- 
rantes du  cercle,  et  comme  ce  dernier  est  indépendant  de 
la  position  du  point  M,  le  précédent  est  aussi  indépen- 
dant de  la  position  du  point  m  sur  la  circonférence  de  la 
conique. 


SOLUTION  DES  QUESTIONS  DE  L'ALGÈBRE  BERTRAND 

(2«  édition,  chapitre  XVIII); 


Par  m.  Emile  MATHIEU, 

Professeur. 


L  Trouver  la  dérivée  de 

log  arc  sin  x ,     log  arc  ces  x ,     log  arc  tang  x. 


(i3) 
Pour  les  deux  premières  quaulités ,  on  a 

I 
±^i  —  ar*arcsin* 
pour  la  troisième,  on  a 

I 
(i  H-ar')arctangx 


n.  Trouver  la  dérivée  de  arc  sin  2x^1 — JC*  et  dire 
pour  quelle  raison  cette  dérivée  est  double  de  celle  de 
arcsiiij:. 


Écrivons  d'abord  cette  expression  arc  sîn  sj^x^ —  4  ^*> 
sa  dérivée  est 

I  2ar  —  La^  2 

:X     ,        ^  r-     ou 


Cette  dérivée  est  double  de  celle  de  arc  sin  a:,  parce 

que  arc  sin  a  x  ^i  —  x*  est  double  de  arc  sîn  r.  Posons 
en  effet 

a?=:sin^     ou     j^=  arcsinj:  (*), 

et  nous  aurons 

arc  sin  a  x  ^i  — a:*=  arc  sia  (  2  sin  y  cos  ^  )  =  2  j^. 

III.  Trouver  la  dérivée  de  arc  tang et  dire  pour 

quelle  raison  cette  dérivée  est  la  même  que  celle  de 
arc  tangx. 

La  dérivée  de  arc  tanc est 

^  I  —  ax 

I  I  —  ax  -^  {a  -^  X]  a  i 

Xi—ax) 
elle  est  la  même  que  celle  de  arc  tang  jr,  parce  que 

(*)  Les  Anglais  écrivent  arc  sin*  :=  sin" 'or.  Cette  notation  présente  dos 
avantages  dans  le  calcul  fonctionnel.  Tm. 


(  >4) 

arc  tang ne  diffère  de  arc  tang  x  que  d'une  con- 
stante. Posons  en  effet 

a  =  tang  a ,     x  =  tang^, 

et  nous  aurons 

arcung«=s:jr  (*), 

are  tang =  arc  tang  [tang  (a  h- j^)]=j^  -f-  a. 

.  I  —  ^J7 

IV.  Trouver  la  dérivée  de  arc  tang -, r-  • 

I  —  ab  —  ax  —  bx 

Dire  pourquoi  elle  est  la  même  que  la  précédente.  On  a 

a-\'h 


a-h  b  -^  X  —  abx         i  —  ab 


+  x 


I  —  ab  —  ax  —  bx  a-h  b 

1 rx 

I  —  ab 

L'expression  dont  on  cherche  la  dérivée  est  donc  celle 
de  la  précédente ,  dans  laquelle  on  a  changé  a  en y- 

Donc  la  dérivée  doit  être  encore 


l-hx^ 

V.  Trouver  les  bases  dans  lesquelles  un  nombre  peut 
être  égal  à  son  logarithme ,  en  employant  l'un  des  procé- 
dés suivants  : 

1°.  On  étudiera  la  fonction  x  —  logo:,  et  Ton  cher- 
chera la  condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  nulle. 

2°.  On  étudiera  la  fonction >  et  Ton  cherchera  la 

logo? 

condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  l'unité. 

3**.  On  étudiera  la  fonction  ax —  x,  et  l'on  cherchera 

la  condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  zéro. 

a* 
4®.  On  étudiera  la  fonction  —  ?  et  l'on  cherchera  la 
^  X 

condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  k  l'unité. 

(*)  arc  tangx  =  tang'^'x.  Tm. 


(i5) 
Étudions  d'abord  la  fonction  j^=  x  —  log  jr.  La  déri- 
vée est 

Supposons  d'abord  la  base  a  >  i .  Depuis  jc  =  o  jusque 
a:  =  loge,  y  est  négatif,  et  depuis  x==Ioge  jusque 
X  =  oo  ,  j^  est  positif. 

Ainsi  y  décroit  lorsque  x  varie  de  o  à  loge,  et  croît 
lorsque  x  varie  de  log  e  à  oo  ,  et  la  marche  de  la  fonction 
sera  indiquée  par  le  tableau  suivant  : 


«=o, 

r=«> 

x  =  logtf, 

y  =  log  e  —  log  (log  e)  minimum , 

«  =  00, 

X=<x>. 

Pour  que  la  fonction  j^  puisse  devenir  nulle,  il  faut 
donc  que  Ton  ait 

logé?  — log  (log  tf)<0 
ou 

ce  qui  devient  successivement 

I 

Si  on  suppose,  en  second  lieu,  la  base  û  <[  i,  log  e  est 
négatif,  il  n  y  a  plus  de  minimumetj  croit  d'une  manière 
continue  depuis  —  oo  jusque  4-  oo  ,  donc  y  passe  une 
fois  par  o,  donc  la  condition  cherchée  est  bien 

1 


(  .6  ) 
a^.  Etudions  la  fouotiou 

X 

Nous  aurons 

_l0g£--J0g£ 

•^-      (log^r)» 

et  j^'  s'annule  pour  x  =  e. 
Supposons  d'abord  a  >  i . 

Pour  on  aura 

4f  =  o,  r  =  o> 

4f  =  i  —  A,,       ^==iine  quantité  négative  très -grande , 

a:z=i,       ;  /==±QO, 

«  =  I  H-  /* ,         y  =  une  quantité  positive  très-grande , 

e        .   . 
ar==^,  r=; minimum. 

Pour  que  la  fonction  j puisse  être  égale  àrunilé,  îl  fau- 
dra donc  que  Ton  ait 

I 

' <'  I     ou      a<re. 

log^^ 

Si  a  est  <^  1 ,  on  aura 

a:=0,  r=0» 

x=2i  —  A ,  jr  =  une  quantité  positive  très-grande , 

»ar=l,  ^  =  ±00, 

jc  =  I  -h  A ,  j  =  une  quantité  négative  très-grande, 

jp  =  c,  j  ==  . maximum  (quantité  négative), 

a:=TQO  ,  >•==  —  oo  . 

La  fonction  = passera  une  fois  par  la  valeur  i,  et  c'est 

entre  a:  =  o  et  a:  =  i . 


(17) 
3**,  Étudions  la  fonction 

y  s=  a*  —  X. 
Nous  aurons 

y  =  a*  ta  —  I . 

Supposons  a>ï,  y'  sera  négatif,  lorsque  x  varieia  de 
—  00  à  a:  =  log  (  7-  )  5  et  sera  positif,  lorsque  x  variera 
de  cette  valeur  à  a:  =  00  .  Donc  lorsque  x  varie  de  —  00 
à  log  (  7-  )  »  la  fonction  y  est  décroissante,  et  elle  est  dé- 
croissante depuis  X  =  log  (  ^  )  jusque  jc  =  00  ,  et  on  a 

x=z  —  00,  ^  =  4-00, 

4?  =  log  I  --  j  >         x=^\oge  —  lo'g  ( log  e)  minimum , 

a?  =  QO,  r=QO- 

Pour  que  y  s'annule ,  il  faudra  que  l'on  ait 

loge  — log  (log  4?)<0, 
ou 

I 

Si  a  «st  <]  1 5 J^'  est  constamment  négatif,  et  la  fonction j^ 
décroîtra  constamment  de  -f- 00  à  —  00  ,  lorsque  a:  variera 
de  —  00  à  4-  00  ,  donc  j^  s'annulera  une  fois. 
4^.  Etudions  la  fonction 

a* 

Nous  a  urons 

,      X4i*ia  —  a' 

y = ; — 

Supposons  a>i,  on  voit  facilement  que  y   est  négatif 
lorsque  x  varie  de  —  00  à  -->  et  qu'il  est  positif  lorsque  x  ' 

varie  de  --  à  00  . 
la     — * 

Ânn .  dit Mathémat., t. XVII.  (Janvier  i858.)  a 


(«8) 
-    La  fonction  y  décroît  de  o  à  — oo  ^  lorsque  x  varie 

1 

de  —  00  à  o  ;  y^  décroît  encore  de  -f-  oo  à  a'^  la^  lorsque  x 
varie  de  o  à  —?  et  j^  croît  de  «  ^  /a  à  H-  oo  ,  lorsque  a:  va- 
rie de  7-  à  •+-  oo  . 
la 

I 
Si  y   passe   par  Tunité,   a^la  étant  un    minimum , 


on  aura 


rt'^  la  <  I 


ou 

I 


a  <e^ 
Si  a  est  <  I ,  on'voit  facilement  que  y  varie  de  —  00 

à  a}^  la^  lorsque  x  varie  de  o  à  --;  il  est  maximum  pour 

I 

j:  =  — ■  9  et  décroît  de  a  ^  /a  à  —  00  ,  lorsque  x  varie  de  -- 
la  ^  la 

à  o.  Enfin  y  décroît  de  00  à  o ,  lorsque  x  varie  de  o  à  00  . 

Et  on  voit  que  y  passera  une  fois  par  l'unité. 

VI.  Examiner  si  Téquaiion 

peut  admettre  d'autre  solution  que  x  =  m. 

On  met  facilement  cette  équation  sous  la  forme 

log  X log  m 

X  m 

On  répondra  donc  à  la  question  en  étudiant  la  fonc- 

les  X 
lion  — ^-^  )  et  cherchant  si  cette  fonction  peut  prendre 

deux  fois  la  même  valeur  pour  des  valeurs  différentes  m 
et  X  de  la  variable. 


(  '9) 
La  dérivée  de  r=  i^  est  j'=  »^Ei^i2Rf  (*). 

Nous  supposerons ,  par  exemple ,  que  les  logarithmes 
soient  les  logarithmes  vulgaires  \  alors  y'  sera  positif, 
lorsque  x  variera  de  o  à  e,  il  sera  nul  pour  x  =  e,  et  il  sera 
négatif  lorsque  x  variera  de  e  à  oo  . 

Ainsi ^  décroît*  lorsque  x  varie  de  o  à  e,  il  est  maxi- 
mum pour  or  ==  e  5  et  il  décroît  lorsque  x  varie  de  e  à  oo  , 
et  nous  aurons  » 

loe  e 
x=ey         j^  = —-S— maximum , 

e 

j:  =  00  ,         jr  ==  <}. 

Ainsi  — ^  prend  deux  fois  la  même  valeur,  lorsque  x 

varie  de  e  à  oo  ,  et  Féquation 

af"=  m* 

admettra  deux  solutions,  lorsque  m  sera  plus  grand  que  i  ; 
si  m  est  <[  I ,  il  n'y  aura  que  la  solution  x  =  m. 

La  suite  prochainement. 


SMUTION  DE  LA  QUESTION  377 

(voir  t.  XVI,  p    407)  ; 

Par  m.  Richard  P.  OXAMENDI. 


Soient  A  Ai,  BBi,  CCi,  les  trois  perpendiculaires  abais- 


(.)  1^  =  0. 

d*où  réquation  paradoxale 

i*=o.  Tm. 

a. 


.  (  »«  ) 

ses  des  soiim^ets  d'un  triangle  ABC  respeclivemeiit  sur 
les  côtés  opposés  ^  considérons  le  triangle  A  iBiCj  ]  soient 
Aj  le  point  où  B,Ci  coupe  AA,,  Ba  le  point  où  Ai  Ci 
coupe  BBi  -,  Cg  le  point  où  Ai  Bi  coupe  CCi  ;  considérons 
le  triangle  AsB^Cs  ;  soient  A3  l'intersection  de  Bj  d  avec 
AAi  ;  B3  Tinlersection  de  Aj  Cj  avec  BBj,  et  Cj  l'intcrsec- 
tiôn  de  A,  Bj  avec  CCi,  et  ainsi  de  suite. 

«  =  o,      p  =  o,     7=;o, 

étant  les  équations  des  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle, 
l'équation  de  A„  B„  sera 

a  cos  A  -4-  p  ces  B  —  /w„  7  cos  C  ==  o , 
ou 

/w„_,  -f-  2  w„_,  -f-  2  OT,  -{-  2 

d'où 

/W,=  I, 


2aii+i-+-I 


'"'"-     2,„-I  '""•■*■'- 2'"^' -h  l' 

Téquation  de  AooBqo  est  donc 

a  cos  A  H-  p  cos  B  —  2  7  cos  C  =  o  ; 

de  même  pour  les  côlés  B„C„,  A„C„. 

i°«  La  droite  A  Ai  bissectfe  l'angle  B„  AnC^^  de  même 
les  droites  BB„ ce,. 

2,^.  Toutes  les  droites  A„B„  passent  par  le  même 
point;  de  même  les  droites  A„C„,B„C„5  et  ces  trois  points 
sont  une  même  droite  (*). 

(E,  Harrison,  Bach.  Arts,  Trinity  collège  Cambridge.) 

L'équation  de  AA,  est 

(i)  pcosB  —  7COsC=o, 

(*)  Voir  la  figure  t.  XVI,  p.  408. 


(  ai  ) 

puisque  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  de  AAi  sur  AB  et  AC  est  égal  à  celui  des  sinus  des, 
angles  BAAi  et  Bi  AC^  or  ces  angles  sont  complémen- 
taires de  B  et  C.  On  peut  remplacer  le  rapport  de  sinus 
par  les  rapports  des  cosinus  des  angles  B  et  C. 

On  peut  écrire  de  suite  les  équations  des  deux  autres 
hauteurs , 

(a)  BB, ,     acosA  —  7CosC  =  o, 

(3)  CCi,     pcosB — acosA=ro. 

Leur  somme  est  nulle,  ce  qui  donne  un  théorème 
connu. 

Formons  à  présent  l'équation  de  Ai  Bi  ;  cette  droite 
passe  par  les  points  Ai  intersection  de  (AAi,  BÇ)  et  Bi 
intersection  de  (  AC,  BBi),  son  équation  sera  de  la  fordie 

(4)  ra-|-jp-^r7=o. 

Soient  a' ^' y'^  a" ^"y"  les  perpendiculaires  abaissées 
des  points  A, ,  Bj  sur  les  droites  «  =  0,  y=o,  j3  =  o, 
on  aura  les  deux  équations  entre  ces  coordonnées, 

ra'H-^p'  +  r/  =  o, 
ra"H-,vp"+r7"=o. 

Si  Ton  cherche  les  valeurs  des  rapports  ->  -?  et  qu'on 

substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (4),  on  arrive  à 
cette  équation 

(5)  a(p»/-  r  /)  +  P  («'7"-  «" 7')  -HvV r-  «"7')  =  o- 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  déter- 
minant 

(6)  p       p'       ^"    =0. 

7-        P"        7" 


(  "  ) 

Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  «',  |S',  y',  a",  |3", 
y",  pour  les  substituer  dans  cette  équation  et  obtenir  l'é- 
quation de  Al ,  Bi.  On  a 

,(  6'  cos  B  —  7'  ces  C  =  o , 
Pour  le  point  A,  !  ^  ' 

I  a'  =  o. 

^        ,        .      '     (  7"  CCS  C  —  a"  cos  A  =  o , 
Pour  le  poiftt  B,  {  ' 

I  r = o. 

Si  Ton  substitue  les  rapports    -^     et     -7,  dans  Téqua- 
tioiii  (5),  on  aura 

«  (+  P'7")  +  ?  (-^-  «"  7)  +  7  (-  «"  ?')  =  ô» 
mais 

;_      cosC         ,,_   .cosC 


on  a,  en  substituant^ 


/  ,  ,,  cosCV      „  /  ,   «cosC\      /        ,  ,,0 


cos  C  ces  C 


Mr'ï'^rr^  )-^H7'7'' rrr  l+l -7-7"  ,-^ ,-3IXr  =**' 

divisant  par  y'  y"  cos  C ,  nous  aurons 
a  p  COB  C 


cos  B       cos  A       cos  B  cos  A 


7  =  0; 


chassant  les  dénominateurs  nous  avons ,  pour  Téquation 
de  Aj  B, , 

a  cos  A  -f-  p  cos  B  —  7  cos  C=  o. 

Les  formules  étant  symétriques,  nous  pouvo^  écrire 
sans  calcul  les  équations  des  droites  Bi  Cj  et  Aj  Ci  ;  ces 
éijuations  sont  : 

a  cos  A  -r  7  cos  C  —  p  cos  B  =  o ,      ( A ,  C,  ) 
P  cos  B  4-  7  cos  C  —  a  cos  A  =  o.      (B,  C,) 

Si  nous  voulons  trouver  Téquaiion  A,,  Bs,nous  sub-^ 


(  a3  ) 
stituerons  la  valeur  de    a ,  |3 ,  )/,   qui  correspond  aux 
points  Aa  et  B,  dans  Téquation  (5  );  or  l'on  a 

_        ,        .      .    (  p'cosB  — 7'cosC  =  o,     (AA.) 
Pour  le  point  A,  {  "^  '  y     \      ./ 

(  p'rosB-hy'cosC  — a'cosA  =  o.      (B.C.) 

•      «   (  ï'^osC  — a'cosA  =  o,      (BB.) 
Pour  le  point  B,     '  »     v      «y 

I  a"cosA-f-7''cosC-.p''cosB  =  o,     (A,C|) 

g/     ^f     ^1     ft* 
Tirant  de  là   les  valeurs  des  rapports   ^>  —»  —j   ^, 

et  substituant  dans  (5),  on  trouve  pour  Téquation  de  Ai  Bt 
a  cos  A  -h  p  cos  B  —  3  7  cos  G  =  o  •     (  A,  Ba  ) 

de  même  les  équations  Bj  Cî  et  Aj  Cj , 

P  cos  B  -f-  7  cos  C  —  3a  cos  A  =  o ,     (  Bj  C,) 
a  cos  A -*- 7  cos  C  —  3pcosB  =  o.      (A,  Cj) 

Cherchons  la  loi  des  coefficients. 

Soit  mj  =  3 ,  c'est  le  coefficient  qu'on  vient  de  trou- 
ver; cherchons  l'équation  de  As  B3,  nous  trouverons  par 
le  même  procédé,  en  remplaçant  3  par  amj,  l'équation 
suivante  : 

//Ï2  -H  2 

-h  a  cos  A  -4-  6  cos  B 7  cos  C  =  o , 

^  m, 

de  même  pour  les  autres  lignes  ;  ainsi 

/w,  -+-  2  Wj  -h  2 

Or,  l'opération  se  faisant  toujours  de  la  même  manière^ 
on  aura 

/7Irt_,  -f-  2 


(  a4) 


On  aura  la'  suite 


m, 

=r 

^p 

w. 

== 

3, 

m. 

= 

5 
3' 

m, 

— 

II 

3 
Si  on  multiplie  ces  fractions  par  ^j  on  aura  les  fractions 

suivantes  : 

3   9    i5    33 
3   3    9     i5 

On  peut  remarquer  que  tous  les  numérateurs  sont  de 
la  forme 

2^  4-  I  , 

ainsi  ou  pour 

_  33  _  32  -M  _  2*  -hi 
*       i5       i6 — I      2*  —  i' 

et  en. général  pour  Tindice  2p,  on  aura 

2»f^'  4-  I 

et  pour 


^''•^•■"~^7"=2'^--hl* 

Si  on  fait  p  =;  00  on  aura 

I 

? 

et 

sinsi 

«  cos  A  -4-  p  cos  B  —  7  ces  C  =  o.  (A^  B^  ) 


(>5) 
Cette  ligne  passe  par  le  point  des  rencontres  de  trois 
hauteurs  ]  car  si  on  retranclie  son  équation  de  celle  de 
AAj,  il  vient 

a  CCS  A  —  7  ces  C  =  o ,     équation  de  BB|, 

de  même  pour  les  droites  Âqo  Coq  ,  Bao  Coo  • 

Les  équations  A„B„  et  A„C„  soût  les' suivantes  : 

a  ces  A  4- P  cos  B  —  m„7COsC=:o,     (A„B„) 
a  cos  A  +  7  <^os  G  —  /w„  p  ces  B  =  o ,   '  (A„C,) 

et  la  soustraction  donne 

B  cos  p  —  7  ces  C  =  G,     (AA,) 
P  cos  B  -I-  7  cos  C  —  /w«_,  a  cos  A  =  o ,     (B„_,  C«_,) . 

On  voit  que  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
droites  A„  B„ ,  A„  C„ ,  B„_i  C„_i ,  A  A,  est  égal  à  —  i  ^  donc 
elles  forment  un  faisceau  harmonique;  ainsi^  le  faisceau 
Al 6,  AiCi,  AiA,  Al 6]  est  harmonique^  mais  Tangle 
AAi  B  est  droit,  donc  AAj  est  la  bissectrice  de  l'angle 
Cl  Al  Bi  ;  cette  propriété  n'a  lieu  que  pour  ce  seul 
faisceau,  comme  Ta  très^bien  remarqué  M.  de  Jon- 
quières  (t.  XVI,  p.  J^og), 


ÉCOLE  IMPÉRIALE  POLYTECHNIQUE. 

Concours  d'admission  en  1857. 

(Voir  t.  XVI,  p.  llî  ) 


COMPOSITIONS    éCKITES    (pARIs). 

Mathématiques . 
Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qu'admet  Téqua- 
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tion 

pour  chaque  système  de  valeurs  des  coefficients  A  et  B,  et 
effectuer  la  séparation  de  toutes  ces  racines.  • 

Application  à  F  équation 

j:  =  3 , 1 42  sin X -i-  1 ,57 

(i;oirt.XVI,p.  376). 

Physique, 

Exposer  les  lois  d'équilibre  des  gaz  mélangés  et  du  mé- 
lange des  gaz  et  des  liquides  \  décrire  les  expériences  à 
l'aide  desquelles  ces  lois  ont  été  démontrées. 

Exemple.  Un  mélange  de  20  volumes  d'oxygène,  79  vo- 
lumes d'azote  et  i  volume  d'acide  carbonique  est  super- 
posé à  3  litres  d'eau  5  déterminer  quel  volume  de  chaque 
gaz  (ramené  à  la  pression  normale)  sera  absorbé. 

Coefficients  d'absorption  : 

Pour  l'exygène  o,o5  ; 

Pour  l'azote  0,02  ; 

Pour  l'acide  carbonique  i  ,00. 

i^.  Lorsque  le  mélange  gazeux  occupe  un  espace  illi- 
mité sous  la  pression  normale  ; 

2°.  Lorsqu'un  ballon  inextensible  de  8  litres  de  capa- 
cité contient  les  3  litres  d'eau  et  les  5  litres  du  mélange 
gazeux  dont  la  pression  primitive  est  de  6  atmosphères. 

Chimie. 

Enoncer  les  lois  qui  président  aux  combinaisons  des  gaz 
entre  eux,  et  les  démontrer  par  des  exemples  choisis  parmi 
les  principaux  métalloïdes  gazeux. 

Géomélne  descriptive. 

Deux  cylindres  A  et  B  sont  donnés,  on  prend  Tinter* 
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section  de  ces  deux  cylindres  pour  diriger  la  génératrice 
d'un  troisième  cylindre  C,  et  l'on  veut  trouver  l'inter- 
section de  ce  dernier  cylindre  par  un  plan  P  ainsi  que  la 
tangente  en  un  point  de  cette  intersection. 

Les  données  devront  être  prises  comme  il  suit  : 

Le  plan  P.  Il  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre , 
et  il  doit  couper  cette  ligne  vers  le  milieu  de  la  largeur 
du  papier. 

Cylindre  A.  Il  est  droit  et  à  base  circulaire  :  le  rayon 
est  35  millimètres,  Taxe  cdc  d'  est  situé  dans  le  plan 
horizontal;  il  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  à  35  mil- 
liijiètres  de  cette  ligne.  On  ne  devra  considérer  que  la 
portion  de  ce  cylindre  placée  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Cylindre  B.  Il  est  oblique  et  à  base  circulaire  :  la  base 
Bi  est  dans  le  plan  horizontal,  le  centre  de  cette  base  est 
placé  à  gauche  et  à  85  millimètres  du  plan  P,  l'axe  ai, 
a^b'  est  parallèle  au  plan  vertical,  à  35  millimètres  de  ce 
plan  et  incliné  de  3o  degrés  vers  la  droite  du  plan  hori- 
zontal. Le  rayon  de  la  base  est  de  25  millimètres. 

Cylindre  C.  La  génératrice  G  doit  s'appuyer  sur  l'in- 
tersection des  cylindres  A  et  B;  elle  doit  rester  parallèle 
au  plan  vertical  et  inclinée  de  65  degrés  vers  la  droite  du 
plan  horizontal. 

Pour  résoudre  la  questiorj,  il  faudra  construire  en  vraie 
grandeur  k ,  par  rabattement  sur  l'un  des  plans  de  projec- 
tion, l'horizontal ,  la  courbe  d'intersection  du  plan  et  du 
cylindre ,  et  indiquer  sur  le  plan  rabattu  la  position  de  la 
tangente. 

Mécanique. 

Une  poulie  reposant  par  ses  tourillons  sur  les  coussi- 
nets de  la  chape ,  déterminer  la  relation  entre  le  puissance 
et  la  résistance,  agissant  dans  des  directions  non  paral- 
lèles^ en  tenant  compte  du  frottement. 
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Cas  où  la  puissauce  el  la  résistance  sonl  verticales  et 
où  l'on  tient  compte  du  poidâ  de  la  poulie  :  déterminer  la 
perte  du  travail  pour  élever  un  poids  de  200  kilogrammes 
à  une  hauteur  de  25  mètres,  en  supposant  le  rayon  de 
la  poulie  augmenté  de  celui  de  la  corde  égal  à  0°^,  1 20 , 
celui  des  tourillons  égal  à  o",oio,  le  poids  de  la  poulie 
égal  à  5  kilogrammes  ;  le  rapport  du  frottement  à  la  pres- 
sion égal  à  0,5. 

Calcul  trigonométrique. 

Résoudre  un  triangle  sphérique  avec  les  données  sui- 
vantes : 

o  ,  „ 

Côté  a  =  20 . 35 . 22 ,7 , 

Côté  ^  =  60 .  49 .  35 , 3 , 

Angle  AC  ==  22.40.  i5,5. 

On  déterminera  Terreur  de  l'angle  B  en  supposant  que 
les  données  soient  en  erreur  d'un  dixième  de  seconde. 

Composition  française, 
Christophe  Colomb. 

Thème  allemand. 
Eloge  de  Leibnilz. 
Dessin  dHmitation. 
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ECOLE  INPËRIALE  SPÉCIALE  MILITAIRE  DE  SAINTCYR  (1857). 


COMPOSITION    ÉCRITE. 

Mathématiques. 

Connaissant  dans  un  triangle  ABC  les  trois  côtés,  cal^ 
culer  les  angles  ainsi  que  la  surface 

a=  84967^,64, 
*=  99457"",52, 
c  =z  io9843°»,46. 

Composition  frartcaise . 
Les  défenseurs  de  la  civilisation  en  Orient. 

Thème  allemand. 
Vertus  des  Romains. 


ÉCOLE  IMPÉRIALE  FORESTIÈRE. 


TEXTE   DES    COMPOSITIONS. 

Histoire  naturelle. 

Zoologie.  —  Muscles,  structure  et  mode  d'insertion. 

Botanique, —  Germination^  circonstances  nécessaires, 
leur  mode  d'action . 

Géologie*  —  Terrain  liouiller  ;  position  ,  composition, 
origine. 
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Mathématiques , 

r*  question  [arithmétique).  —  Exposer  le  système  des 
nouvelles  mesures. 

11^  question  (algèbre),  — ^  Exposer  la  théorie  des  loga- 
rithmes. 

HP  question  (géométrie),  —  Notions  sur  l'arpenlage; 
de  l'équerre  d'arpenteur,  sa  vérification  et  son  emploi. 
Comment  calcule- t-on  la  surface  d'un  terrain  limité  dans 
une  de  ses  parties  par  une  ligne  coUrbe. 

Trigonométrie . 

Former  un  résumé  des  formules  calculables  par  lo- 
garithmes, servant  aux  différents  cas  de  la  résolution  des 
triangles. 

Cosmographie, 

Des  projections  orthographiques  et  stéréographiques. 
Système  de  développement  en  usage  dans  la  construction 
de  la  carte  de  Fi  ance. 

Physique, 

Aiguille  aimantée,  déclinaison  et  inclinaison-,  bous- 
sole. 

Chimie, 

Oxyde  de  carbone,  caractères^  cas  dans  lequel  il  se 
produit. 

Fermentation  alcoolique. 

Mécanique. 

Notions  sur  le  travail  mécanique  ;  manière  de  le  me- 
surer et  de  le  calculer  dans  les  machines. 
Dessin  linéaire ,  lavis. 
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QUESTIONS. 


413.  Soient  F  et  D  le  foyer  et  la  directrice  correspon- 
dante d'une  conique  5  Ai ,  A,  deux  points  fixes  sur  la  co- 
nique et  M  un  point  variable  aussi  sur  la  conique;  les 
droites  MAi ,  MA,  rencontrent  respectivement  la  direc- 
trice aux  points  Pet  Q;  la  distance  PQ  est  vue  du  foyer 
F  sous  un  angle  constant,  quelle  que  soit  la  position  de 
M  sur  la  conique.  (Faure.) 

414.  Quel  est  l'aspect  du  monde  pour  un  spectateur 
placé  sur  la  lune  supposée  sans  atmosphère  ;  par  quels 
moyens  ce  spectateur  peut -il  reconnaître  que  la  lune 
tourne  autour  de  la  terre  et  pas  la  terre  autour  de  la 
lune? 

445.  On  suppose  que  dans  les  deux  triangles  ABC, 
abc  les  angles  A  et  a  sont  égaux  ;  de  plus,  les  côtés  BC, 
bc  opposés  à  ces  angles  sont  entre  eux  dans  le  rapport  des 
périmètres  des  triangles.  Démontrer  que  ces  triangles 
sont  semblables.  (Examen  d'admission  à  TF^ole  Navale.  ) 

446.  Démontrer  que  le  produit  de  six  nombres  entiers 
consécutifs  ne  peut  pas  être  un  carré  d'un  nombre  com- 
mensurable. 

447.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  côtés 
et  les  angles  d'un  parallélogramme  pour  qu'il  soit  pos- 
sible d'inscrire  un  carré  dans  ce  parallélogramme. 

448.  Deux  figures  étant  en  perspective,  si  leurs  plans 
tournent  autour  de  leur  commune  intersection ,  il  faut 
pour  que  ces  figures  restent  en  perspective  que  l'œil 
change  de  position-,  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  de  l'œil  sur  ces  plans  restent  dans  un  rapport  con- 
stant. (Lafitte.) 
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419.  La  surface  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  don- 
nés en  nombres  entiers  ne  saurait  être  rationnelle  si  les 
côtés  étant  débarrassés  du  facteur  commun  2 ,  la  somme 
des  quotients  est  impaire. 

(Berton  9  employé  au  Ministère  de  la  Marine.  ) 

420.  Dans  le  quadrilatère  ABCD  on  donne  :  1°  les  cô- 
tés AB,  AD  et  la  diagonale  AC  j  2^  les  angles  BAC,  CAD^ 
on  fait  passer  iine  circonférence  par  les  trois  points  B , 
C,  D*,  soit  O  le  centre.  Calculer  :  1°  la  grandeur  du 
rayon  ^  2**  l'excentricilé  AO  -,  3*^  l'angle  AOB. 

Données  : 

AC=  166255, 
AB  =  i63ioo, 
AD=  147750, 
CAD=  ii4»2'i2'% 
BAB=:    27°  5' 17". 

(Keplïr,  Astronomia  Noi^a.) 

42i .  Le  nombre  de  solutions  positives  entières  de  Té- 
quation 

ax  -^  by  =z  n, 

oxxa^  b^  n  sont  des  nombres  positif  entiers ,  est  le  plus 
grand  nombre  entier  compris  dans  —7  ou  dan^  —  -}-  i . 

(Hermite.) 

422.  Construire  et  discuter  la  courbe  donnée  par  l'é- 
quation 

yx^  -4-  ^j:  4-  c  =  o. 

423.  On  a  mesuré  les  trois  côtés  a,  i,  c  d'un  triangle 
rectiligne  ABC  -,  a ,  P  ,  y  sont  les  erreurs  absolues  respec- 
tives qu'on  peut  commettre  sur  la  mesure  des  trois  côtés 
a^b^c.  Evaluer  l'influence  de  ces  erreurs  sur  les  angles 
A,B,C. 
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424.  Même  question  pour  le  triangle  sphérique. 

(Caillet.) 

425.  Le  grand  arc  d*une  ellipse  étant  dans  une  position 
verticale,  toute  droite  homogène  pesante,  passant  par  le 
foyer  et  s'appuyant  par  ses  deux  extrémités  sur  l'ellipse, 
est  en  équilibre.  (Holditsch.) 

426.  On  donne  dans  le  même  {)lan  un  triangle  ABC 
et  une  droite  D-,  on  prend  sur  cette  droite  des  longueurs 
MN  telles ,  que  chacune  soit  vue  du  point  Â  sous  un  angle 
droit  ;.les  droites  AM ,  AN  coupent  BC  en  deux  points  /w, 
w,  le  lieu  de  l'intersection  des  droites  Mm,  Nn  ou  M«, 
Nfw  est  une  conique.  (Faure.  ) 

SUR  LES  COURBES  ET  LES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE, 

Extensién  da  théorème  de  M.  Dandelin; 

Par  m.  l'abbé  SAUZE, 
(Maison  ecclésiastique  de  Vais). 


1.  Le  théorème  de  M.  Dandelin  est  universellement 
connu.  Il  consiste  en  ce  que  : 

1°.  Si  dans  un  cône  circulaire  droit  on  inscrit  une 
sphère  suivant  un  parallèle,  tout  plan  tangent  à  la 
sphère  en  un  point  F  et  rencontrant  suivant  une  droite  D 
le  plan  du  parallèle,  déterminera  dans  le  cône  une  sec-- 
lion  conique  dont  F  sera  le  foyer  et  D  la  directrice. 

a**.  Si  dans  un  cône  circulaire  droit  on  inscrit  deux 
sphères,  tout  plan  tangent  à  ces  sphères,  aux  points  F,  F', 
déterminera  dans  la  surface  conique  une  section  dont  F, 
F'  seront  les  foyers. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  ce  théorème 
n'est  point  particulier  au  cône,  mais  qu'il  s'étend  à  plu- 
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sieurs  des  autres  surfaces  de  révolution  du  second  degré. 
Posons  d'abord  quelques  préliminaires. 

2.  Soit  un  cône  S  et  une  sphère  O  inscrite  suivant  un 
parallèle  CG.  Les  génératrices  dû  cône  forment  avec  le 

PiG. 


plan  de  CG  un  angle  constant  p.  En  appelant  MT  la  tan- 
gente menée  à  la  sphère  par  un  point  M  pris  sur  le  cône 
et  MN  la  distance  de  ce  même  point  au  plan  CG ,  il  est 
aisé  de  voir  que  Ton  a 

MT_     I 

MN~"sinp* 

Coupons  maintenant  le  système  entier  par  un  plan  P 
faisant  un  angle  a  avec  le  plan  CG ,  et  mené  de  telle  sorte 
que  son  intersection  D  avec  CG  passe  dans  l'intérieur  du 
cône.  Ce  plan  P  déterminera  dans  le  cône  une  conique 
EE',  dans  la  sphère  un  cercle  AB  tangent  intérieurement 
à  la  conjque  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au 
grand  axe,  enfin  dans  le  plan  CG  la  droite  D  qui  passera 
par  les  deux  points  de  contact. 

Maintenant  si  Ton  appelle  mt  la  tangente  menée  au 
cercle  AB  par  un.  point  m  pris  sur  la  section  EE'  et  md 
la  perpendiculaire •  abaissée  de  m  sur  la  droite  D,  il  est 
aisé  de  voir  que  Ton  aura 

mt      1  mt sina 

md  sin  a       sin  p       md      sin  p 
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^  sina  ,         .  - 

Ce  rapport  -^-^  est,  comme  on  peut  le  voir  encore,  le 

rapport  -  de  la  conique. 

On  pourra  donc  énoncer  ce  théorème  : 

«Si  dans  V intérieur  d'une  conique  on  inscrit  un  cercle 
ayant  son  centre  sur  un  axe  principal  (  *  ) ,  et  si  par  les 
deux  points  de  contact  on  tire  une  droite,  la  tangente 
menée  au  cercle  par  un  point  de  la  conique  et  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  seront  dans 

un  rapport  constant  et  égal  au  rapport  -  de  la  conique. 

3,  Soit  maintenant  le  cône  S  et  les  deux  sphères  OO  ' 
inscrites  suivant  les  parallèles  CG,  C'G'.  En  appelant 
a  S  la  distance  CC  comprise  entre  les  points  de  contact 
des  sphères  avec  une  des  génératrices  du  cône,  MT,  MT' 
les  tangentes  menées  à  ces  sphères  par  un  point  M  du 
cône,  on  a  évidemment  pour  tout  point  pris  entre  les 
<leux  parallèles 

MT-+-MT'  =  2S. 

FiG.   1. 


(*)  Focal.  Tm. 

3-, 
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Pour  tout  point  pris  en  dehors  du  côté  de  l'un  des  cercles^ 
de  C'  G'  par  exemple , 

MT  — Mr  =  2S, 

et  Ton  peut  définir  le  éftne  S  le  lieu  des  points  -dont  les 
tangentes  aux  deux  sphères  O  et  O'  ont  leur  somme  ou 
leur  différence  égale  à  la  constante  aSv 

Coupons  maintenant  le  système  entier  par  un  plan  P 
qui  détermine  dans  le  cône  la  conique  EE'  et  dans  les 
sphères  les  cercles  AB,  A'B'  tangents  intérieurement  à 
la  conique.  En  appelant  wt,  mt'  les  tangentes  menées  aux 
deux  cercles  par  un  point  m  pris  sur  la  conique,  on  aura 

/wf  -^  m/'  =1^  2  S  ; 

lorsque  m  sera  pris  entre  les  deux  cercles 

mt  —  mt'  =28,     ou     mt'  —  iw/  =  a  S 

dans  le  cas  contraire.  On  obtiendra  ainsi  ce  théorème  : 

Deux  cercles  étant  inscrits  à  une  conique  et  ayant 
leurs  centres  sur  son  axe  principal ,  pour  un  point  quel- 
conque pris  sur  la  courbe  y  la  somme  ou  la  différence  2  S 
des  tangentes  aux  deux  cercles  est  constante. 

On  remarquera  encore  qu'en  appelant  a  l'angle  du  plan 
P  avec  l'un  des  plans  CG,  C G',  P  celui  des  génératrices 
du  cône  avec  les  mêmes  plans  et  2/  la  distance  entre  les 
centres  des  deux  cercles  AB  ,  A'B',  on  a 

2  / sin  a       c 

2S       sin  p       a 

4.  Ces  propriétés  dont  jouissent  ainsi  les  cercles  inscrits 
dans  les  coniques  sont  analogues  à  celles  des  foyers.  Nous 
pourrions  démontrer  qu  elles  se  retrouvent  encore  dans 
un  grand  nombre  d'autres  cercles.  L'ensemble  de  ces 
cercles  constitue  une  série  ou  suite  à  laquelle  les  premiers 
appartiennent ,  et  qui  comprend  même  les  foyers  comme 
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cercles  dont  te  rayon  est  égal  à  zéro.  Nous  avons  dû  né^- 
gliger  certains  détails  assez  intéressants,  mais  qui  nous 
auraient  menés  trop  loin; 

On  remarquera  que  les  cercles  osculateurs  aux  sommets 
du  grand  axe  dans  une  conique  peuvent  être  considérés 
cqmme  cercles  doublement  tangents  à  la  courbe,  et  comme 
tels,  jouissent  des  propriétés  ci-dessus  mentionnées. 
Cette  observation  nous  conduit  à  cette  autre  : 
Une  sphère  étant  inscrite  dans  un  cône,  si  Von  coupe 
le  système  par  un  plan  mené  suivant  une  tangente  au 
parallèle  de  contact,  ce  plan  détermine  dans  la  sphère 
un  cercle  qui  est  osculateur  au  sommet  de  la  courbe  dé*- 
terminée  dans  le  cône, 

5.  Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  voir  comment 
le  théorème  de  M,  Dandelin  s'étend  aux  surfaces  du  se- 
cond degré  et  de  révolution ,  autres  que  le  cône  ou  le  cy- 
lindre qui  en  est  un  cas  particulier. 

Ces  surfaces  sont  au  nombre  de  cinq,  savoir  :  Fellip- 
soïde  allongé,  le  paraboloïde,  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes,  Thyperboloïde  à  une  nappe  et  l'ellipsoïde  aplati. 

Les  trois  premières  sont  engendrées  par  le  mouvement 
d^une  conique  autour  de  l'axe  qui  contient  ses  foyers.  Les 
dernières  proviennent  de  la  révolution  d'une  ellipse  ou 
d'une  hyperbole  autour  de  leur  axe  secondaire. 

Considérons  une  des  trois  premières ,  ellipsoïde  allongé, 
Ityperboloïde  à  deux  nappes  ou  paraboloïde.  Supposons 

FiG.   3. 
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<|u'à  cette  surface  on  ait  inscrit  u^ie  sphère  et  qu'on  ait 
mené  un  plan  CG  suivant  le  parallèle  de  contact.  Cette 
surface  pourra  se  définir  le  lieu  des  points  tels ,  que  la 
tangente  MT  menée  à  la  sphère  par  un  de  ces  points  soit 
dans  un  rapport  constant  av€rc  la  distance  MN  du  même 
point  au  plan  du  parallèle  de  contact,  « 

MT_c 

c  eia  étant  des  éléments  de  la  conique  génératrice. 

Cela  posé,  concevons  un  plan  P  tangent  à  la  sphère 
en  un  point  F  coupant  la  surface  suivant  une  courbe  EE^ 
et  le  plan  CG  du  parallèle  suivant  une  droite  D,  Soit  « 
Tangle  formé  par  les  plans  P  et  CG.  Pour  un  point  m  pris^ 
sur  la  section,  la  ligne  m  F  est  une  des  tangentes  à  la 
sphère.  En  appelant  mN  la  perpendiculaire  abaissée  de 
m  sur  le  plan  CG,  on  a 

wF c 

/wN       a 

D'ailleurs  on  a  aussi 

mN  =  m^sina, 

wc? étant  la  distance  de  w  à  l'intersection  D-,  donc 

m  Y       c    . 
— ;  =  -  sma. 
ma        a 

La  courbe  EÉ'  est  une  conique ,  F  en  est  le  foyer,  D  la 
directrice,  et  le  rapport  de  son  excentricité  à  son  grand 

k  '     y'    ' 
axe  est  égal  a  -  sin  a. 

^         a 
Au   lieu    de   loucher  la  sphère,   le   plan  pourrait  la 
couper  de  façon  que  le  cercle  de  section  fût  langent  en 
deux  points  à  la  combe  détermiuée  dans  la  surface.  Dès 
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lors  on  aurait  un  système  du  genre  de  ceux  que  nous  a 
déjà  fournis  le  cône. 

6.  Soient  encore  Tune  des  surfaces  mentionnées  et  deux 
sphères  inscrites.  La  somme  ou  la  différence  sS^es  tan- 
gentes menées  aux  deux  sphères  d'un  point  quelconque 
de  la  surface  est  constante  et  telle  ,  que 

2/" c 

2/  étant  la  distance  entre  les  centres  des  deux  sphères.  Si 
Ton  coupe  cette  surface  par  un  plan  tangent  aux  sphères 
en  deux  points  F,  F',  les  distances  mF,  mF'  d'un  point 
de  la  section  aux  deux  points  de  contact  donneront  en- 
core 

mY±m¥'  =  2S. 

La  courbe  sera  encore  une  conique ,  F,  F'  en  seront  les 
foyers. 

Hyperboloïde  à  une  nappe.    ■ 

7.  L*hyperboloide  à  une  nappe  se  définit  quelquefois 
comme  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  autour  d'un  axe  fixe.  Le  théorème  de  M.  Dandelin 
s'y  applique  alors  sans  difficulté.  Les  raisonnements  à 
faire  sont  absolument  les  mêmes  que  pour  le  cône;  c'est 
pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Lorsque,  au  contraire,  on  part  d'abord  de  l'idée  que 
celte  surface  est  produite  par  la  révolution  d'une  hy- 
perbole, on  revient  au  cas  précédent  en  démontrant 
qu'elle  admet  aussi  un  système  de  génératrices  rectilignes. 
Voici  une  méthode  que  l'on  peut  suivre. 

Nous  démontrons  d'abord  que,  un  cercle  étant  con- 
struit sur  l'axe  transverse  d'une  hyperbole  comme  dia- 
mètre, la  tangente  au  cercle  menée  d'un  point  quel- 
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conque  de  la  courbe  est  dans  un  rapport  constant  avec  la 
distance  du  même  point  h  Taxe  transverse. 

Soît  le  point  O  servant  à  la  fois  de  sommet  à  un  cône 
et  de  centre  à  une  sphère.  Soit  rie  rayon  de  cette  sphère, 


j3  l'angle  des  génératrices  du  cône  avec  un  plan  perpendi- 
culaire à  Taxe  •,  CG ,  C  G'  deux  cercles  parallèles  suivant 
lesquels  la  sphère  coupe  le  cône. 

Menons  un  plan  P  qui  coupe  le  cône  suivant  une  hy- 
perbole et  la  sphère  suivant  un  cercle ,  de  telle  façon  que 
celui-ci  ait  pour  diamètre  l'axe  transverse  de  celle-là.  (La 
figure  représente  comme  les  précédentes  la  section  du 
système  entier  par  un  plan  mené  suivant  Taxe  du  cône 
perpendiculairement  au  plan  coupant  P). 

La  distance  MN  d'un  point  M  pris  sur  l'hyperbole  à 
Taxe  transverse  de  cette  courbe  nous  est  donnée  par  l'ex- 
pression sjmp,mp', 

[mp^  mp*  sont  deux  segments  déterminés  par  m  sur 
la  parallèle  pp'  menée  dans  notre  figure  aux  droites  CG, 
C'G',  m  est  la  projection  de  M  sur  le  plan  de  la  figure.) 
La  tangente  MT  menée  de  M  au  cercle  GG'  ou  à  la 
sphère  O  est  égale  à 


V/(M0  4-/'}(M0  — r)      ou      v>C'./;G 
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(eu  employant  les  segments  pC ^  pG  de  notre  figure). 

Or 

/w/?  = /?  G  cos  p ,     /w/?' =/?C' cosp, 
donc 

)/pG.pC  cos^  _  MT_     I 

y/mp.mp'      ""  '        "     MN^-cosp* 

Donc,  un  cercle  ayant  pour  diamètre  l'axe  transite/ se 
d'une  hyperbole,  la  tangente  menée  au  cercle  d\in 
point  quelconque  de  la  courbe  et  la  distance  du  même 
point  à  Vaxe  transverse  sont  dans  un  rapport  constant. 

Ce  rapport  est,  comme  on  pourra  le  voir  aisément, 

%alà^>i. 

Par  suite,  une  sphère  étant  inscrite  à  Thyperboloïde  à 
une  nappe  suivant  le  cercle  de  gorge,  la  tangente  à  la 
sphère  menée  d'un  point  quelconque  de  la  surface  et  la 
distance  du  même  point  au  plan  du  cercle  de  contact  sont 
dans  un  rapport  constant  plus  grand  que  i. 

8,  Il  nous  est  facile  maintenant  de  faire  voir  que  Thy- 
perboloïde  peut  être  engendré  par  le  mouvement  d'une 
dioite. 

En  effet,  que  par  un  point  pris  sur  le  cercle  de  gorge 
on  mène  à  la  sphère  inscrite  suivant  ce  cercle  une  tan- 
gente faisant  avec  le  plan  du  cercle  un  angle  d  tel ,  que 

I    c 

sin  ^      b 

[c  et  £  étant  des  éléments  de  l'hyperbole  génératrice),  en 
appelant  MT  une  tangente  à  la  sphère,  MN  une  perpen- 
diculaire au  plan,  menées  toutes  deux  d'un  point  M  pris 
sur  la  droite,  on  aura 

MT  _     i     __c 
MN  ""  sin  ^  "~  6  ' 
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d'où  il  suil  que  le  poiut  M  el  la  droite  tout  entière  appar- 
tiennent à  la  surface. 

Les  deux  énoncés  qui  suivent,  relatifs  à  Thyperbole, 
se  déduisent  facilement  de  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  l'hy- 
perboloïde. 

1°.  Un  cercle  étant  inscrit  dans  une  hyperbole  de  fa- 
çon que  son  centre  soit  situé  en  un  point  quelconque  de 
l'axe  imaginaire j  la  tangente  au  cercle  menée  à! un 
point  de  la  courbe  et  la  perpendiculaire  à  la  corde  de 
contact  sont  dans  un  rapport  constant, 

^^.Deux  cercles  étant  inscrits  à  une  hyperbole  et  ayant 
leurs  centres  situés  sur  l'axe  non  transuerse,  la  somme 
ou  la  différence  des  tangentes  menées  à  ces  cercles  par  un 
jroint  quelconque  de  la  courbe  est  égale  à  une  constante. 

Ellipsoïde  aplati. 

9.  L'ellipsoïde  aplati  diffère  particulièrement  des  sur- 
faces précédentes.  Une  sphère  tangente  à  celle-ci  suivant 
un  parallèle  la  contient  tout  entière.  Un  plan  tangent  à  la 
sphère  ne  peut  donc  couper  la  surface.  Ainsi  les  propriétés 
principales  contenues  dans  le  théorème  de  M.  Dandelin 
ne  se  trouvent  point  dans  rellipsoïde  aplati.  Toutefois, 
cette  surface  en  possède  encore  quelques-unes  qui  rap- 
pellent les  précédentes. 

Soit  une  ellipse  ayant  avec  un  cercle  deux  points  de  con- 
tact C,  G  symétriques  Tun  à  l'autre  par  rapport  au  petit 

FiG.   5. 
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axe.  L'ellipse  est  contenue  tout  entière  dans  le  cercle  et  la 
corde  CG  leur  est  commune.  Par  un  point  M  pris  sur  l'el- 
lipse, menons  dans  le  cercle  un  diamètre  MO,  puis  éle- 
vons dans  le  cercle  la  perpendiculaire  ME  au  diamètre. 
Cette  droite  correspond  à  une  tangente  qu'on  mènerait 
au  cercle  du  point  M  si  ce  plan  était  extérieur.  Or  en 
appelant  MN  la  distance  de  M  à  la  corde  CG,  on  démon- 
trerait que  Von  a 

ME  _  /»  _  ff 

L*ellipse  par  rapport  à  ce  cercle  et  rellipsoïde  aplati 
par  rapport  à  une  sphère  tangente  jouissent  donc  de  pro^ 
priétés  analogues,  à  celles  des  autres  surfaces. 

En  coupant  par  un  plan  un  ellipsoïde  aplati  avec  sa 
sphère  tangente  et  le  plan  du  parallèle  de  contact ,  on  re- 
produit un  système  d'ellipse,  de  cercle  et  de  droite  de 
même  nature  que  le  système  générateur. 

Si  le  plan  coupant  contient  une  tangente  au  parallèle 
de  contact,  le  cercle  provenant  de  la  sphère  est  oscula- 
teur  à  l'ellipse  provenant  de  la  surface. 


QUESTIONS 

(communiquées  par  m.   Vannson). 


427.  1^.  Si,  dans  un  triangle  sphérique  ABC,  on  joint 
les  milieux  des  côtés  AB,  AC  par  un  arc  MN,  et  si  du 
point  A  on  mène  un  arc  AD  de  90  degrés  se  terminant 
à  la  rencontre  de  MN,  cet  arc  sera  tangent  au  cercle  qui 
passe  par  B,  C,  et  par  le  point  diamétralement  opposé 
à  A. 

En  conclure  ([iw  l'angle  formé  par  Aï)  et  AB  mesure 
la  moitié  de  la  suufacc  ABC  {sans  calcul). 


(44) 

2°.  Démontrer  que  la  relation  suivante  existe  entre  les 
six  dièdres  d'un  tétraèdre  quelconque  :  appelant  S  la 
somme  des  carrés  des  cosinus  des  dièdres,  Si  la  somme 
des  produits  des  cosinus  carrés  de  deux  dièdres  opposés, 
Ss  la  somme  des  quatre  produits  des  cosinus  des  dièdres 
formant  chaque  angle  solide ,  S*  la  somme  des  produits 
des  cosinus  des  dièdres  en  exceptant  deux  dièdres  oppo^ 
ses,  on  aura 

S -1-2(83  4- 84)  =  S. -H  I. 

Vérifier  cette  équation  sur  un  tétraèdre  régulier  (sans 
trigonométrie  sphérique). 

Cette  question  figure  déjà ,  il  est  vrai ,  dans  les  An-- 
nales  (t.  V,  p.  875),  mais  on  emploie  la  trigonométrie 
sphérique,  ce  qui  est  inutile.  D'ailleurs  les  calculs  ne  sont 
pas  terminés,  et  la  relation  n'est  pas  exprimée  (^). 

3^.  Étant  donné  un  point  A  et  deux  circonférences  de 
grand  cercle  qui  se  coupent  en  B,  mener  par  A  un  arc  qui 
les  coupe  en  X  et  Y  de  manière  qu'on  ait 

tangBX tan  g  a 

lâiigBY  ~  tângl' 

rapport  donné  (géométriquement). 

4**.  Construire  géométriquement  un  triangle  sphé* 
rique,  connaissant  un  côté  a  et  les  bissectrices  intérieure' 
et  extérieure. de  l'angle  opposé  A. 

5^.  Etant  donné  un  angle  sphérique  inscrit  dans  un 
petit  cercle,  on  demande  si  l'arc  bissecteur  de  cet. angle 
coupera  l'arc  intercepté  en  deux  parties  égales. 

6^.  Si  deux  petits  cercles  se  coupent  en  A  et  B,  et  que 
par  un  des  points  d'intersection,  B  par  exemple,  on  in- 
scrive une  sécante  commune  DF  de  longueur  donnée  m, 

(■*)  Il  me  semble  que  le  calcul  csl  complètement  terminé  et  la  relation 
exprimée.  Tu. 
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trouver  par  une  construction  graphique  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ADF. 

Tai  déjà  énoncé  cette  question  dans  les  jénnaleSy  mais, 
elle  n'a  pas  été  traitée  ni  indiquée  parmi  les  problèmes 
non  résolus. 

7®.  Etant  donné  un  angle  formé  par  deux  grands  cer- 
cles et  un  point  O,  mener  par  ce  point  un  troisième  cer- 
cle qui  forme  avec  les  deux  autres  un  triangle  sphérique 
de  surface  donnée  [Géométrie). 

8**.  Si  deux  triangles  sphériques  OAB,  OA'B'ont  un 
angle  au  sommet  commun  O  et  même  surface,  si  l'on 
joint  les  milieux  des  côtés  AB,  A'B',  opposés  à  Tangle 
par  un  arc  de  grand  cercle,  il  coupera  l'arc  qui  joint  B  B' 
à  90  degrés  du  milieu  de  B6^ 

9^.  Si,  dans  un  triangle  sphérique,  on  donne  un 
angle  C  <;ompris  entre  deux  côtés  variables,  mais  dont  la 
somme  des  tangentes  est  constante,  le  lieu  de  la  rencon- 
tre des  trois  hauteurs  dans  chaque  triangle  est  une  cir- 
conférence de  grand  cercle  \  si  c'est  la  somme  des  côtés 
qu'on  donne  constante,  le  lieu  sera  une  ellipse  sphé- 
rique. 

4^8.  On  donne,  sur  deux  droites  situées  dans  un  même 
plan, deux  points  A ,  B  ;  décrire  deux  circonférences  tan- 
gentes entre  elles ,  qui  touchent  respectivement  les  deux 
droites  aux  points  A ,  B ,  et  dont  les  rayons  soient  dans  le 

rapport  donné  T*  (A  résoudre  par  la  géométrie  élémen- 
taire, sans  calcul.) 

Cas  particulier  où  t  =  i . 
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NOTES  SUR  QUELQUES  QUESTIONS  DU  PROGRAMME  OFFICIEL. 


vm. 

COMPLÉMENT    DE    TRIGONOMÉTRIE    REGTILIGNE. 

Valeurs  dessinas  et  cosinus  des  arc^^i^vip? — v* 

o    o  5    lo 

Le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  la  circon- 
férence est  égal  à  la  plus  grande  partie  du  rayon  dii^isé 
en  moyenne  et  extrême  raison.  Construction  géomé" 
trique.  (Extrait  du  Programme  oflSciel.) 

En  lisant  cet  énoncé,  on  pourrait  croire  qu'il  s'agit  de 

trouver,  d'abord,  la  valeur  du  sinus  de  — 5  et  d'en  con- 
'  10 

dure  5  ensuite ,  que  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit 
est  égal  à  la  plus  grande  partie  du  rayon  divisé  en  moyenne 
et  extrême  raison  ^  mais  la  question  a  été  autrement  en- 
tendue dans  les  Traités  de  Trigonométrie  rédigés  confor- 
mément au  Programme ,  car  la  valeur  du  sinus  de  -^  a 

été  déduite  de  celle  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 
Quant  à  la  détermination  de  la  valeur  ^u  côté  du  déca- 
gone ,  quelques  auteurs  se  bornent  à  dire ,  en  Trigonomé- 
trie :  ((  Le  côté  du  décagone  régulier  est  égal,  comme  on 
sait,  etc.  »  Je  ferai  observer  qu'o/^  nen  sait  rien ^  si 
renseignement  de  la  géométrie  élémentaire  a  été,  en  tout , 
conforme  au  Programme  officiel  (*). 


(*)  Au  sujet  de  l'inscription  des  polygones  réguliers  dans  le  cercle,  le 
programme  de  la  géométrie  élémentaire  est  d'une  grande  précision  ;  il  n'y 
-a  pas  deux  manières  de  l'entendre.  Voici  ce  qu'on  y  trouve  :  «  Inscrire 


D'autres  auteurs,  et  ceux-là  me  semblent  s'élre  mieux 
conformés  à  l'esprit  du  Programme,  expliquent  en  trigo- 
nométrie comment  on  inscrit  un  décagone  régulier  dans 
le  cercle. 

Au  reste,  on  peut  trouver  directement  le  sinus  de —  au 

*  lO 

moyen  du  calcul  suivant  : 

Les  deux  arcs  (  3 . —  j  ?  (  2 . —  J  étant  complémentaires, 
on  a 

sin 

Mais 


sm 
et, 

cos 
Donc 


(3. —  I  =  cos  (  2. —  ). 

in(  3. —  I  =  3.sin  (  —  )  —  4 -sin'  (  —  U 

(7.,—  \  =  I  —  2.  sin'  1  —  V 
10/  \ioy 

3. sin  f  — -  )  —4 -sin*  (  — -  I  ==i  —  2  sin'  f  —  1 5 
\io;       ^  Vio;  \^o) 

dou 

4sin*  ( — I  —  2. sin'  (  ~  |  —  3sin  (  —  )  +  i  =  0. 
Vio/  \io;  Vio/ 

D'après  cela  on  voit  que  sin  (  —  j  est  racine  de  Téqua- 

tion 

4^'  —  24:' —  3j:4-  I  =0. 

Cette  équation  est  évidemment  vérifiée  par  a:  =  i.  En 
divisant  le  premier  membre  par  x  —  i,  on  trouve  Vé- 
quation 

4^'4-2j:  — 1  =  0, 

dans  un  cercle  de  rayon  donné  un  carre ,  un  hexagone  réjrulier.  »  Il  n'y 
est  nullement  question  du  décagone  régulier. 
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*  qui  donne 

—4— 

-^  I     I  -  i/5  Tf 

La  racine  positive  .   ^     est  le  sin  de  -^'  La    racine 

,      .      —  I  — \/5     ,  j     •  .1      •        deSir 

négative .         >  changée  de  signe ,  est  le  sinus       — > 

ou  le  cosinus  de  -=  ?  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 
5 


THÉORÈMES  HONOGRAPHIQUES; 

Par  m.  de  LAFITTE. 


L  Si  deux  figures  sont  homographiques ,  il  existe  dans 
chacune  d'elles  une  infinité  de  cercles  dont  les  homo- 
logues sont  des  cercles.  —  Deux  cercles  homologues  ont 
leurs  rayons  dans  un  rapport  constant.  —  Ces  cercles, 
dans  chaque  figure,  ont  leurs  centres  en  ligne  droite.  — 
Cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite  de  la  même 
.figure  dont  l'homologue  est  à  l'infini,  et  elle  passe  par 
les  centres  S  et  5  des  faisceaux  superposables  à  leurs  ho- 
mologues.—  Enfin  si  sur  le  segment  rectiligne  S  5  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  coupe  à  angle 
droit  tous  les  cercles  de  la  figure  dont  les  homologues 
sont  des  cercles. 

II.  On  suppose  qu'une  figure  varie  de  forme  et  de  po- 
sition en  restant  homographique  à  une  figure  fixe. 

1°.  Si  les  homologues  de  sept  droites  de  la  figure  fixe 
tournent  chacune  autour  d'un  point  fixe,  l'homologue 
de  toute  autre  droite  tournera  autour  d'un  point  fixe,  et 
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rhomologue  d'un  point  quelconque  décrira  une  conique. 
Toutes  ces  coniques  passent  par  un  même  point ,  lequel 
est  un  point  double  commun  à  toutes  les  figures  variables. 

2*^.  Si  les  homologues  de  sept  points  déterminés  de  la 
figure  fixe  décrivent  chacun  une  ligne  drçite ,  Thomo- 
logue  de  tout  autre  point  décrira  une  ligne  droite,  et  l'ho- 
mologue d'une  droite  quelconque  enveloppera  une  co- 
nique \  toutes  ces  coniques  touchent  une  même  droite  qui 
est  une  droite  double  commune  à  toutes  les  figures  va- 
riables. 

Comme  cas  particulier  simple ,  on  peut  dire  : 

ni.  On  suppose  qu'une  figure  varie  de  forme  et  de  po- 
sition en  demeurant  semblable  à  elle-même. 

I®.  Si  trois  droites  tournent  chacune  autour  d'un  point 
fixe ,  toute  autre  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe ,  et 
un  point  quelconque  décrit  un  cercle.  Tous  ces  cercles 
passent  par  un  même  point ,  qui  est  un  point  double  com- 
mun à  toutes  les  figures. 

a*^.  Si  trois  points  décrivent  chacun  une  ligne  droite, 
tout  autre  point  décrit  tme  ligne  droite  et  une  droite 
quelconque  enveloppe  une  parabole. 

Ces  théorèmes  donnent  la  solution  des  questions  sui* 
vantes  : 

IV.  Etant  donnés  deux  octogones^  circonscrire  ou  m- 
scrire  au  premier  un  octogone  homographique  au  se- 
cond. 

V.  Etant  donnés  deux  quadrilatères ,  circonscrire  ou 
inscrire  au  premier  un  quadrilatère  semblable  au  second. 

Note.  Ces  problèmes  n'ont  chacun  qu  awe  solution,  si 
les  points  et  les  droites  se  correspondent  deux  à  deux. 
Sans  cela  le  dernier  en  a  évidemment  ^4  et  le  précédent 
4o320. 


Ann,  de  Matkémat.,  t.  XYH.  (Février  |858.^ 
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THÉORÈMES  SUR  LES  POLYGONES  A  DÉMONTRER-, 

Par  m.  FAURE, 

Capitaine  d*artillerie. 


I.  Si  l'on  décompose  un  polygone  en  triangles  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  quelconque  de  son  plan  et 
que  l'on  appelle  S  la  surface  d'un  de  ces  triangles,  Si ,  Sj, 
Sg  les  surfaces  des  trois  triangles  qu'on  obtient  en  joi- 
gnant les  sommets  du  triangle  S  à  un  point^xe,  on  aura 


I  Si .  Si .  Sa 


=  constante. 


Le  signe  ^  se  rapporte  à  tous  les  triangles  qui  ont 

pour  sommet  le  point  du  plan  et  le  point  fixe  restant  le 
même. 

II.  Si  Ton  décompose  un  polygone  en  triangles  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  quelconque  de  son  plan ,  et 
que  par  un  point  fixe  on  mène  des  parallèles  aux  côtés 
de  chacun  de  ces  triangles,  on  formera  dans  chacun  d'eux 

trois  parallélogrammes.  Appelons  -  la  somme  des  in- 
verses des  trois  parallélogrammes  relatifs  à  l'un  des 
triangles,  on  aura 


2:= 


constante. 
P 


III.  Un  polygone  est  donné  ainsi  qu'un  point  fixe  F  dans 
son  plan;  on  mène  par  ce  point  une  droite  arbitraire;  ap- 
pelons q  l'aire  du  parallélogramme  qui  aurait  pour  som- 
mets opposçs  le  point  fixe  et  le  point  d'intersection  de 
la  transversale  avec  l'un  des  côtés  du  polygone  et  pour 
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côtés  les  droites  qui  joignent  le  point  fixe  aux  extrémités 


6 

du  côté  du  polygone  que  Ton  considère  ;  on  aura 

:  constante. 


2j= 


9 


NOTE 

ReUtife  à  qielqaes  propriétés  des  fignres  honographiqaes  dans  l'espace  ; 
Par  m.  E.  DE  JONQUIÈRES  (*). 


Théorème  I.  Quelle  que  soit  la  position  de  deux 
figures  homo  graphiques  dans  F  espace^  tous  les  plans  de 
l'une  qui  passent  par  une  même  droite  rencontrent  res^ 
pectiuement  les  plans  homologues  de  Vautre  figure j  sui^ 
vant  des  droites  qui  engendrent  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

Car,  d'après  la  définition  de  ces  figures,  les  plans  ho- 
mologues forment  deux  faisceaux  homographiques.  Donc 
ces  plans  se  coupent  suivant  les  génératrices  d'un  hyper- 
boloïde à  une  nappe  [Géométrie  supériewe,  n®  411). 

(*)  Ces  propriétés  se  démontrent  par  les  formules  métamorphiques 

X  =  ^,     Y=^,     Z  =  ^ 
P  P  P 

où  les  ;;  sont  des  fonctions  linéaires  en  x,  j,  «.  Tm. 
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Théorème  II.  Quelle  que  soit  la  position  de  deux 
figures  homographiques  dans  V espace,  si  Von  joint  un 
à  un  respectii^ement,  par  des  droites,  des  points  de  la 
première  situés  en  ligne  droite  aux  points  homologues 
de  la  seconde  y  toutes  ces  droites  envelopperont  un  hy- 
perholoïde  à  une  nappe. 

En  eiTcl,  les  points  de  la  première  figure  étant  en  ligne 
droite,  leurs  homologues  sont  sur  une  seconde  droite,  et, 
d'après  la  définition  des  figures  homographiques,  ces 
droites  sont  divisées  homographiquement  par  leurs  points 
homologues.  Donc  les  droites  qui  joignent  ces  points  un 
à  un  enveloppent  un  hyperboloïde  à  une  nappe  {Géomé- 
trie supérieure,  n°  410)  {*). 

Remarque,  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  ont  été 
démontrés  il  y  a  longtemps  par  M.  Chasles  dans  son  Mé- 
moire  sur  la  dualité  et  ^homographie ,  n°*  429  et  430. 
Ils  vont  servir  à  la  démonstration  de  ceux  qui  suivent. 

Théouème  III.  Deux  figurée  homographiques  étant 
placées  d'une  manière  quelconque  dans  F  espace,  il  existe 
quatre  points  (réels  ou  imaginaires)  qui,  étant  considé- 
rés comme  appartenant  à  la  première  figure,  sont  eux-- 
mêmes leurs  homologues  dans  la  seconde. 

En  effet,  prenons  dans  les  deux  figures  deux  triangles 
homologues  quelconques  OLP,  O'L'P',  et  considérons 
deux  faisceaux  homographiques  de  plans  autour  des  deux 
droites  homologues  OL,  O'L'.  Ces  plans  se  couperont  sur 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  H,  passant  pat*  les  deux 
droites  OL,  OX'  (théorème  I)-,  or  cette  surface  pas- 
sera par  tout  point  A  où  coïncident  deux  points  homolo- 
gues des  deux  figures  5  car  les  plans  OLA,  O'L'A  seront 
évidemment  deux  plans  homologues  des  deux  faisceaux. 

(*)  Voir  Nouvelles  Annale» ,  t.  XII,  p.  358. 
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Coasidérons  de  même  deux  autres  séries  de  faisceaux 
de  plans  homologues  Tune  autour  des  droites  OP,  O'P  ' 
et  l'autre  autour  des  deux  droites  LP,  U  P'.  Les  plans  cor- 
respondants des  premiers  faisceaux  se  couperont  sur  un 
hyperboloïde  H'  et  ceux  des  seconds  faisceaux  sur  un 
hyperboloïdç  H'^;  et  ces  deux  surfaces  passeront,  comme 
H,  par  tout  point  Â  où  coïncident  deux  points  homo- 
logue$  des  deux  figures. 

Les  trois  hyperboloïdes  H,  H',  H'^  ont  une  génératrice 
rectiligne  commune,  savoir,  Tintersection  des  deux  plans 
homologues  OLP,  O'L'P'.  Donc,  d'après  un  théorème 
cité  par  M.  Chasles  dans  sa  Note  sur  les  courbes  gauclws 
du  troisième  ordre  {Comptes  rendus,  1857),  ils  se  cou- 
pent en  quatre  points  seulement,  abstraction  faite  de 
cette  génératrice^  et  je  dis  que  chacun  de  ces  quatre  points 
j(mit  de  la  propriété  d'être  le  point  de  coïncidence  de  deux 
poiats  homologues  des  deux  figures. 

En  effet,  soit  o)  l'un  de  ces  quatre  points.  Les  plans 
OLWjO'L'c»)  des  deux  figures  respectivement,  sont  homo- 
logues, puisqu'ils  se  coupent  sur  l'hyperboloïde  H,  et 
pareillement  les  plans  OPo),  CP'c»),  qui  se  coupent  sur 
H'.  Donc  les  droites  Oo),  O'w,  intersections  de  ces  plans, 
sont  deux  droites  homologues.  On  verrait  de  même  que  les 
droites  Lw,  L'o),  intersections  respectives  des  plans  LPw, 
LOo)  et  L'P'w,  L'O'o)  sont  homologues.  Donc  enfin  le 
point  0),  considéré  comme  point  de  rencontre  des  droites 
Oo),  Lo),  est  l'homologue  du  point  w,  considéré  comme 
point  d'intersection  des  droites  O'w,  L'(ù.      c.  q.  f.  d. 

Remarque.  Ces  points  remarquables,  étant  en  nombre 
pair,  peuvent  être  tous  imaginaires,  contrairement  à  ce 
qui  a  lieu  pour  les  figures  homographiques  tracées  sur 
un  plan,  où  il  y  en  a  toujours  un  de  réel  au  moins. 

Théorème  IV;  Dans  deux  figures  homographiques  à 
trois  dimensions,  il  existe  quatre  plans  [réels  ou  imagi- 
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naires)  qui,  étant  considérés  comme  appartenant  à  la 
première  figure,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans 
la  seconde. 

En  effet,  prenons  deux  angles  trièdres  homologues 
quelconques  OLPQ,  OL'P'Q'  dont  O  eX  O  soient  les 
sommets  correspondants,  et  considérons  d'abord  les  deux 
arêtes  homologues  OL,  CL'.  Les  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  leurs  points  correspondants  sont  situées  sur 
un  hyperboloïde  H  (théorème  H)  qui  touche  tout  plan  Si 
suivant  lequel  coïncident  deux  plans  homologues  des  deux 
figures  ;  car  ce  plan  rencontre  les  droites  OL,  &!!  en 
deux  points  correspondants.  Donc  il  contient  une  géné- 
ratrice de  l'hyperboloïde  H,  et,  par  conséquent,  il  touche 
cette  surface  en  un  point  de  cette  génératrice. 

Considérons  de  même  deux  autres  séries  de  divisions 
homographiques  tracées,  les  unes  sur  OP  et  CVP'  et  les 
autres  sur  OQ,  O'Q'.  Les  droites  qui  joignent  les  points 
homologues  des  deux  premières  divisions  sont  situées  sur 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  H',  et  celles  qui  joignent  les 
points  homologues  des  deux  autres  divisions  sont  situées 
sur  un  hyperboloïde  W . 

Les  trois  surfaces  H,  H',  H''  ont  une  génératrice  recti- 
ligne  commune,  savoir,  la  droite  de  jonction  des  points 
homologues  O  et  Qf ,  Donc,  d'après  le  théorème  corrélatif 
de  celui  de  M.  Chasles,  cité  au  théorème  III,  ces  trois 
surfaces  n'ont  en  commun  que  quatre  plans  tangents,  abs- 
traction faite  de  ceux,  en  nombre  infini,  qu'ils  ont  sui- 
vant la  génératrice  commune  OC.  Je  dis  que  chacun  de  ces 
quatre  plans  jouit  de  la  propriété  d'être  un  plan  de  coïn- 
cidence de  deux  plans  homologues  des  deux  figures. 

En  effet,  soit  fl  l'un  de  ces  quatre  plans,  et  soient  û, 
a\  è,  b\  c,  c'  les  points  où  il  coupe  respectivement  les 
arêtes  OL,  O'U,  OP,  CP',  OQ ,  O'Q'  des  deux  angles 
trièdres.  De  ce  que  ce  plan  est  tangent  à  chacun  des  trois 
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byperboloïdes  H,  H',  H",  il  s'ensuit  que  les  droites  ab  et 
a'b'j  ac  et  a'c\  bc  et  i'c'  sont  homologues  deux  à  deux. 
Donc  le  plan  Q,  considéré  comme  passant  par  les  trois 
droites  ab^  ac  et  &c,  est  Thomologue  du  plan  £1^  considéré 
comme  passant  par  les  trois  autres  droites  -,  cequi  démontre 
la  proposition  énoncée. 

Remarque.  Ces  plans  remarquables,  qu'on  peut  nom- 
mer plans  doubles  des  figures  homographiques,  étant  en 
nombre  pair,  peuvent  être  imaginaires-,  c'est  ce  qui  ar- 
rive quand  les  quatre  points  doubles  du  théorème  m  le 
sont  eux-mêmes,  et  vice  versa  ^  car  il  est  bien  évident  que 
ces  plans  ne  sont  autre  chose  que  les  quatre  faces  du  té- 
traèdre dont  les  quatre  points  sont  les  sommets. 

Théorème  V.  Dans  deux  figures  homo graphiques  à 
trois  dimensions j  il  existe  six  droites  (réelles  ou  imagi^ 
naires)  qui,  considérées  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière figure  ^  sont  elles-mêmes  leurs  homologues  dans  la 
seconde. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  des  deux  qui  précè- 
dent ;  ces  droites  doubles  sont  les  arêtes  du  tétraèdre  dé- 
terminé par  les  points  doubles  ou  par  les  plans  doubles 
indistinctement. 


SOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS 

Proposées  par  M.  Strebor 

(voir  t.  IX,  p.  188); 

Par  m  p.  PEPIN,  S.  J. 


i^.  Soient  deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  s'entre- 
coupant  orthogonalement,  qui  touchent  respectivement 
deux  ellipses  homofocales  données,  dont  un  des  foyers 
coïncide  avec  celui  des  paraboles.  Les  points  d'intersection 
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de  toutes  les  paires  de  paraboles  qui  satisfont  à  cette  condi- 
tion seront  situées  sur  une  circonférence  de  cercle,  ayant 
pour  centre  le  foyer  commim  des  paraboles. 

De  plus  le  rayon  de  ce  cercle  sei*a  la  demi-somme  des 
glands  axes  des  deux  ellipses  données. 
Soient 

o  rs' 

^"~  i-f-^cosô'      ^        I-f-^COSÔ* 

les  équations  en  coordonnées  polaires  p,  ô,  des  deux  ellipses 
données,  le  pôle  étant  situé  au  foyer  commun  des  ellipses 
et  des  paraboles. 

Soient  a  et  a'  les  angles  que  font  avec  Taxe  polaire  les 
axes  des  deux  paraboles,  et  0  Tangle  polaire,  les  équations 
de  ces  deux  paraboles  seront 

P  P' 


H-cos(e  — a)       ^       n-cos(©  — a') 

Les  points  d^intersection  des  deux  paraboles  correspon- 
dent aux  angles  polaires  qui  satisfont  à  Féquation 

w        — ^ '- 


I  4- ces  (0  — a)       I  -h  ces  (ô  — a') 

D'ailleurs  on  doit  avoir 

a'  =  TT  -h-  a; 

en  effet,  appelons  /ui  et  jx'  les  angles  que  font  avec  Taxe 
polaire  les  tangentes  menées  respectivement  aux  deux 
paraboles,  par  leur  point  d'intersection.  L'angle  formé 
par  la  tangente  avec  l'axe  de  la  parabole  est  la  moitié  de 
l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  avec 
le  même  axe  \  on  a  donc 
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Or,  pour  que  les  deux  UDgen.tes  soient  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre,  on  doit  avoir 


on  a  donc 
d'où 


<*  =  -  +  f 


i(„_e4-«')  =  î  +  l(„_e  +  <.), 


a  =  TT  -4-  a. 
Dès  lors  FéquatioD  (a)  doQnera 

le  rayon  vecteur  des  points  dUntersection  des  deux  para- 
boles sera  donc 

[b)  p  =  i(;;+;.'); 

pour  démontrer  le  théorème  énoncé ,  il  suffira  donc  de 
démontrer  que  la  somme  des  deux  paramètres  variables 
p^  p\  est  égale  à  la  somme  des  grands  axes  des  deux 
ellipses. 

La  tangente  trigonométrique  de  F  angle  formé  avec  le 

rayon  vecteur  par  la  tangente  à  l'ellipse  p  = 

est 

dô       i-*-tfcosO 
^  dp  tf  sin  0    ' 

relativement  à  la  parabole  p  = ^— — •>  cette  tangente 

est 

V        <^ûs  -  (  Ô  —  a) 
dO_^  i4-cos(Q  — a)__         ^  ^ 

'*dp"~       sin(ô  —  a      ~~    •     '  /n         \ 
^  ^  sin-\0 — a) 
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Puisque  la  parabole  doit  être  tangente  à  Tellipse,  en  dési- 
gnant par  6'  Tangle  polaire  correspondant  au  point  de 
contact,  on  aura 

_ct[i  -f-cos(e^  — g)] 
I  4-  «  CCS  G' 

(c)  {  ^,       cosi(ô'  — a) 

'  -4-gcosQ'  __        a  ^  ' 

esinô'  .     I  /^/  X 

sm-(e'— -a) 

\  ^ 

En  appelant  9'^  Tangle  polaire  qui  répond  au  point  de 
contact  de  la  seconde  ellipse  et  de  la  seconde  parabole,  on 
aura  semblablement 


""  i-he'  CCS  G"        ' 

W                  {            ,       .„           sin-i(Ô"  — g) 
^    '  1  I  -h  g' cos 0"  _  2^ ' 

e'  sin  ô"      ""  I  ,-,,         !  " 

cos-(©'  —  a) 

Les  deux  équations  (c)  donnent 

esinô'.cos-(ô'  —  g) 

2 
I  -f-  e  ces  0'  =  y 

sini(Ô'  — g) 

2  ^  ' 

ij.2cos'-(ô' — g)sin-(ô' — g)  .    ,^,  » 

2J ^        2  '^ ' _  CTSin(e'  — g) 

^  —  —  — -         ^^  —        ç  gj^  0/ 

tfsinô  .cos-  (ô  —  g) 

2^  ' 

Les  équations  (rf)  donnent  de  même 

<?'cos^"sinirô"  — g) 

2 

I  -f-  e'  CCS  ô"  = > 

cos-(Ô"  — g) 

2  ' 
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et  > 

on  a  donc 

,    ,  ,       CT.sin(0'  —  a)       CT.sin(Ô"  — a) 

Or  la  dernière  des  équations  (c)  donne 

o  =  sin-(ô'  — a) 

—  e  lsinô'.cos-(e'  — a)  — cose'  8in-(ô'  — a)  j 

=  sin  -  (G'  —  a)  —  e  sin  -  (ô'  -f-  a). 
On  en  déduit 

Sin-  &  .cos-a(i  —  e)  —  ces  -9  sin-a(i  -f-  e)==:0, 

2  2      ^  '  2  2      ^  ' 

d'où 

1^,        H-«f  I  ^,  (i — tfMsina 

tang  -  ©'  = tang-  a ,     tang  ©'  =  ; — ^ — -r — ^ • 

^2  I— e       °2  ®  (H-tf')cosa  —  2^ 

On  aura  donc 

sin  (0' — a)  .  ^,       2  le  —  e'cosa) 

V— -; — '  =  cos  a  —  sin  a . cos.  ô'  =  —^ ; • 

sm  e'  X  —  e^ 

De  même  la  seconde  des  équations  (d)  donne 

sin  jB"  —g)  _  2  (  c'  -h  <?''  cos  a) 
sin  Ô"       ""  I  — e"         ' 

en  substituant  dans  l'équation  (e)  on  obtiendra 

2  or  e  --  e-  cos  a       2  cr'   tf'  4-  c'*  cos  a 


/'H-/''  = 


tf  1  —  e'  e'  I  —  ^' 

2cr  20' 


I  —  e'        I  —  e'^ 


^  -i-  2  cos  a 
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or  les  deux  ellipses  étant  homofocales,  ou  a 


eta 


On  a  donc 


1  —  e'      I  —  ff'» 

=  0. 

20 

-  n'  1 

20' 

P       i-tf'      1 

l-c"' 

2cr  2  cr 


or ^  et sont  les  grands  axes  des  deux  ellipses  5 

la  somme  des  paramètres  variables  des  deux  paraboles  est 
donc  égale  à  la  somme  des  grands  axes  des  deux  ellipses, 
et,  en  vertu  de  Téquation  (ft),  le  rayon  vecteur  de  leur 
point  d'insertion  est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  de  ces 
grands  axes.  c.  q.  f.  d. 

2°.  Troui^eren  coordonnées  ellipliques  V équation  d'une 
parabole  quelconque,  tangente  à  une  ellipse  donnée,  et 
dont  le  foyer  coïncide  ai^ec  l'un  des  foyers  de  C  ellipse. 

Soient 


et     p  = 


^        I  +  ces  (Ô  —  a  )  ^        I  -f-  c  ces  0 

les  équations  de  la  parabole  et  de  Tellipse  rapportées  à 
leur  foyer  commun.  On  aura  entre  les  indéterminées  p^ 
ûf ,  et  les  constantes  or  et  e,  la  relation  trouvée  dans  le  pro- 
blème précédent 

-,  2  CT  (  I  —  e  cos  a  ) 

(0  p=     \_,, — ■• 

D'ailleurs  Téqualion  de  la  parabole  développée  donne 
(2)  /s-f- p.cosÔ.cos  a -4- p  sinÔ  sin  a=/?. 

Soit  c  la  distance  du  centre  de  l'ellipse  au  foyer;  et 
prenons  pour  coordonnées  elliptiques  du  point  (p,  6,)  les 
demi-axes  transverses  X,  fx,  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole, 
bomofocales  à   Tellipse  donnée,  qui   se  coupent  en  ce 
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point.  Les  formules  de  transformation  seront 

pcosô  =z^-hc,     p  sin  0  =  -  v' ( >'  —  c» )  ( c'  —  pi») , 
d'où 

L'équation  (2)  deviendra  donc 

d'où 

le'  c 

X  pi  (  I  —  ££2if  \  ^  ji  (X  ^  j^)  (<.  ces  a  —  /?) 

H-/?'  -I-  c*  —  2/?ccos  a  =  o. 

Telle  est  Téquation  demandée.  Elle  détermine  pour  une 
valeur  donnée  de  Tangle  a,  quatre  paraboles  symétriques 
par  rapport  aux  deux  axes  ^  car  chaque  couple  de  valeurs 
de  X  et  de  |LL  détermine  quatre  points  symétriques  par 
rapport  aux  deux  axes.  Ces  quatre  paraboles  satisfont  aux 
conditions  données  ;  leurs  axes  principaux  font  avec  l'axe 

q 

des  X  positifs  les  angles  a,  «H--9a-f-7r5aH • 

3*^.  Soient 

^"  il 


(4)i         +. 


J^     s/i  —  sin»G.sin»(p  J^      v/i- 


•  cos'  9 .  sin^  <f  ' 

il  faut  prouver  que 

0        2 

ZTf log(4sinÔ  tango) >o. 

Démonstintion,  0' étant  positif,  l'inégalité  proposée 
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revient  à  la  suivante  : 

0  — îeMog  (-^^  — -e'log(sin«Ô)>o. 

TT  ®    \COS0/  TT  ®^  '  '^ 

Or,  en  désignant  par  Q  la  série 

on  a  la  relation  (Verhulst,  Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques, page  125) 

e--.e'logf~i-^  =  Q. 

TT  ^\COS0/ 

L'égalité  qu'il  s'agit  de  démontrer  devient  donc 


Or 


e'  =  - 
1 


Q ^  e'.log (sin» Ô)  >•  o. 

TT 

[1»  l'    3'  T 

,__cos'9+^,cos'ô+... 
I'.3'...(2/I— i)'  ,  I 


—  log(i  —  ces*  ô)  =  ces*  0  H-  ^ i  -f-  i — —2  -4- . . . 

2  3 

(cos'O)» 

H-^ ^-4-.... 

n 

On  a  donc 

o  00 

eMog(sin'e)  =  2    (cos»9)" 

n       «-—la'       n  —  2     2*.4'       '    '    I 
l^3^..(2/l  — 3)'  I 

2^4^..(2/I— 2)»  J 
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et,  par  conséquent, 

Q--e'.log(s.n>9)>2,       ^..4..:.(an)'      ('=°^^) 

Or,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n,  la  différence 
(.+1+ • +...+i)  -  [.  +  J.3+^+...+  (.„-,)  .„] 

est  toujours  positive^  la  série  qui  forme  le  second  mem- 
bre de  Tînégalité  précédente  est  donc  positive,  et  l'on  a 


Q .  0'  log  (sin'  0)  >  o. 


C.    Q.    F.    D. 


TROISIÈME  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  396 

(voir  page  9)  ; 

Par  m.  LEGRANDAIS, 

Élèye  du  lycée  Louis-le-Grand  ( classe  de  M.  Vieille). 


Par  le  sommet  A  d'un  triangle  plan  ABC  mener  une 
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droite  telle,  que  les  perpendiculaires  BB',  CC  abaissées 
respectivement  des  sommets  B  et  C  sur  cette  droite  for- 
ment deux  triangles  rectangles  ABB',  ACC  équivalents. 

Soit  le  triangle  ABC  dont  la  médiane  est  AM.  Je  dé- 
cris du  point  M  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  AM, 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  BC  en  D.  Je  dis  que  la  droite 
AD  satisfait  à  la  question. 

En  eJfTet,  ce  qu'il  faut  démontrer,  c'est  que 

ce  ""  AB'  ' 
or  les  triangles  semblables  BB'D,  CCD  donnent 
BB^  _B^D 

Mais  si  je  mène  MH  perpendiculaire  à  AD,  le  point  M 
étant  le  milieu  de  BC,  le  point  H  est  le  milieu  de  B'C, 
et  l'on  a 

HB'=HC'; 

mais  le  triangle  AMD  étant  isocèle,  on  a  aussi 

AH  =  HD. 
Donc 

AB'  =  DC 
et 

AC'==B'D; 
donc 

BB'_  AC 

ce  "~  aF* 

c.    Q.    F.    D. 

Comme  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  M  comme  cen- 
tre, avec  MA  pour  rayon,  coupe  BC  en  deux  points  D  et 
D',  le  problème  admet  deux  solutions. 


<65) 

Lorsque  le  triangle  ABC  est  isocèle,  ces  deux  solu- 
tions subsistent;  seulement  les  triangles  deviennent 
€gaux. 

Lorsque  le  triangle  est  rectangle,  les  deux  triangles 
t;onstruits  par  la  méthode  précédente  s'annulenl,  car 
les  droites  AD  et  AD'  se  confondent  avec  les  cètés  du 
triangle. 

On  voit,  du  reste,  facilement  dans  ce  cas  que  le  pro- 
blème n'admet  pas  de  solution,  à  moins  que  le  triangle 
rectangle  ne  soit  isocèle,  «t  alors  il  en  admet  une  infinité. 

Lorsque  le  triangle  est  isocèle,  sans  être  rectangle, 
outre  les  deux  solutions  qu'on  trouve  pour  un  triangle 
quelconque,  et  qui  subsistent  encore  dans  ce  cas,  il  y  a 
une  troisième  solution  donnée  par  la  droite  menée  paral- 
lèlement à  la  base. 


FORMULES  FONDAMENTALES  DE  L'ANALYSE  SPHÉRIQliE^ 

Par  m.  VANNSON. 


Nous  nous  sommes  proposé  ,  dans  cet  àr-licle  et  quel- 
ques-uns qui  suivront,  d'établir  les  formules  fondamen- 
tales de  l'analyse  sphérique.  Les  personnes  qui  voudront 
étudier  d'une  manière  plus  complète  cette  branche  d'a- 
nalyse devront  lire  un  très-bon  ouvrage  de  M.  Borgnet 
intitulé  :  Essais  d^ analyse  sphérique  (*).  Toutefois  notre 
marche  diffère  de  celle  de  M.  Borgnet  en  ce  qu'au  lieu 
d'employer  la  méthode  des  projections  nous  nous  ser- 
vons du  calcul ,  en  prenant  pour  point  de  départ  les 
formules  les  plus  usuelles  de  trigonométrie  sphérique. 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales.i,  VI,  p.  474;  t.  VII ,  p.  147  et  174.     Tm- 
Ânn,  de  Mathêmat.,  t.  XVII.  (Février  i858.)  5 
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Nous  insisterons  sur  un  cas  qui  se  présente  fréquem- 
ment dans  la  discussion  des  courbes ,  cas  dans  lequel  les 
formules  générales  données  par  M.  Borgnet  ne  peuvent 
s'appliquer. 

Soient  deux  axes  obliques  se  coupant  au  point  O  sous 
un  angle  0  5  prenons  à  partir  du  point  O  deux  distances 


OA ,  OB ,  égales  à  un  quadrant.  Pour  déterminer  la  po- 
sition d'un  point  quelconque  M  sur  la  sphère,  il  nous 
suffira  de  le  joindre  aux  points  Â  et  B  par  deux  arcs  de 
grands  cercles  qui  couperont  les  axes  en  deux  points  P  et 
Q ,  et  de  nous  donner  les  segments  OP  et  OQ  que  nous 
appellerons  les  coordonnées  obliques  du  point  M;  les 
points  P  et  Q  sont  les  projections  du  point  M,  et  les 
points  A  et  B  se  nomment  centres  de  projections.  Dési- 
gnons les  segmen4:s  OP,  OQ  par  xei  y\  par  a  l'angle  que 
fait  l'arc  OM  avec  l'axe  des  o:,  et  proposons-nous  de  cal- 
culer en  fonction  de  x^y  et  0  les  principaux  lignes  et  angles 
de  cette  flgure.  La  résolution  du  triangle  AQO,  dans  le- 
quel on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris,  donne 

tang  A  ==  sîn  0  tang^  ; 


on  a  de  même 

d'où 

tangB  =  sinO  tan 

(«) 

fangA  _  tangj^ 

tangB       tangx 

(67) 
Si  dans  le  irîangle  OMA  on  prend  la  valeur  de  tatigOJVL, 
on  trouve 


^n  a  par  analo^ 

d'où 

et,  par  suiie, 


langOM  —  ^~-; 


langOM  =  -r-^^p r^ 

°  sm  (  0  —  et) 


îatigA  _^         sina 
tan^B        sin  (S  —  a) 

lang/  _^       f-in  a 
fang^  ""  sin  (  9  —  aj 


Si  datis  celte  formule  a  est  conslaot ,  y  et  ^  variables^ 
elle  doQnc  réqiiatioo  d'en  grand  cercle  passant  par  To- 
rigineet  faisant  un  angle  connu  avec  Taxe  des  :}C\  si  ron 
convient  de  représenter  pour  plus  de  simplicilé  les  deux 
tangentes  par  Y  et  X,  on  aura  pour  équation  du  cercle 
OM 

On  peut  écrire  ainsi  la  formule  (i) 

y  _cotMAB  _  /  tangMBA\ 
X""cotMBA  ^  i^EangMAB/ 

Si  Ton  regarde  le  deuxième  membre  comme  constant, 
on  a  ainsi  Téqualion  d'un  grand  cercle  mené  par  l'origine. 
De  là  résulte  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphériqaes  ayant 
une  basa  cotntnune  (AH)  et  dans  lesquels  les  fan  gantes 
des  angles  à  la  hase  sont  dans  un  rapport  donné  est  une 
circonférence  d^  grand  cercle  passant  par  le  pâle  de  la 
base. 

5. 


é 
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Les  triangles  supplémentaires  donnent  un  théorème 
inverse  : 

Si  des  triangles  ont  un  angle  commun  et  que  les  tan- 
gentes  des  côtés  qui  le  comprennent  soient  en  rapport 
constant,  le  troisième  côté  passera  par  un  point  fixe 
situé  à  90  degrés  du  sommet  de  l'angle  commun. 

Ce  dernier  théorème  sert  à  trouver  graphiquement  une 
tangente  qui  soit  quatrième  proportionnelle  à  trois  tan- 
gentes d'arcs  donnés. 

Le  triangle  BOP  donne 


UngBPA=iî!îii. 


de  même 


ainsi 


tangBQA: 

cosy tang  P 

cos  j;       tang  Q 

Si  le  deuxième  membre  est  constant,  cette  équation 
donnera  le  lieu  du  point  M.  Il  serait  facile  d'y  recon- 
naître une  ellipse  sphérique  ayant  son  centre  au  point  O. 

Pour  fixer  la  position  d'un  point  sur  la  sphère  ,  on  le 
rapporte  le  plus  ordinairement  à  deux  axes  rectangu- 
laires. Ainsi  en  géographie  on  prend  pour  axes  l'équa- 
teur  et  le  premier  méridien,  et  le  point  se  détermine  par 
sa  latitude  et  sa  longitude;  maison  peut  aussi,  au  lieu  de 
l'arc  de  latitude,  prendre  pour  ordonnée  la  projection 
de  cet  arc  sur  le  premier  méridien.  Ce  second  mode  de 
détermination  a  l'avantage  de  donner  des  formules  symé- 
triques par  rapport  à  a:  et  à  y,  et  plus  faciles  à  comparer 
avec  leurs  analogues  sur  le  plan.  Pour  distinguer  l'un  de 
Vautre  ces  deux  systèmes  de  coordonnées ,  nous  appelle- 
rons les  premières  coordonnées  géographiques,  et  les  se- 
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rondes  coordonnées  géométriques  ;  la  formule  pour  passer 
d'un  système  à  Tautre  se  trouve  aisément  par  la  résolution 
d'un  triangle  rectangle  \  et  si  l'on  appelle  y  la  latitude  et 
Y  sa  projection  sur  le  premier  méridien  ou  axe  des  Y,  ou 
trouve 

tang/  =  tangY  cosx, 

X  étant  la  longitude  du  point. 

Il  y  a  un  cas  particulier  où  les  coordonnées  géomé- 
triques ne  détermineraient  pas  le  point.   C'est  quand 

a*  =  -î  alors  Y  égale  aussi  ->  et  les  deux  arcs  perpendi- 
culaires aux  axes  qui  donnent  en  général  la  position  du 
point  par  leur  rencontre  se  confondent  dans  ce  cas  par- 
ticulier. Il  faut  donc  se  donner  la  latitude  du  point  pour 
iixer  sa  position. 

Problème.  Connaissant  les  coordonnées  d^un  point 
rapporté  à  des  axes  obliques,  trouver  sa  distance  à  Vo- 
rigine. 

On  a  déjà  trouvé  (p.  67) 

taDgOM  =  ^^îî^., 
^  sma 

or 

tangA  =  sinG  tang^. 

D'ailleurs  Féquatiou  trouvée  plus  baut 
tanïgy  sin  a 


taDgx       sin(0  —  a) 

donne 

t^n                   tang/sinG         ^ 

^  "      tang  X  -+-  tang/  cos  0  ' 

d'où 

sin  a  = 

tang  j  sin  ô 

^lang'/  -f-  lang'a?  4-  2  tang/  tangx  cos  G 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  tangOM^ 
on  a 

tang'  0M=  tang'/  -H  tang'  x  -h  2taDgj  tangx  cosô' 

ou ,  plus  simplement , 

Y»  4-  X'  -h  2  XY  cosfl^  =  r», 

X,  Y,  r  représentant  des  tangentes  ;  si  r  est  constant  ^  Y  et 
X  variables ,  on  aura  l'équation  d'un  petit  cercle  ayant 
son  pôle  à  l'origine  et  rapporté  à  des  axes  obliques  ;  si 

0  =  90», 
on  aura 

Y'  -h  X'  =  r% 

comme  sur  un  plan. 

Problème.  Troui^er  V équation  d^un  grand  cercle  qià 
coupe  les  axes  à  des  distances  connues  de  l  *  origine  (oc 

Soient  A  et  B  les  traces  du  cercle  donné ,  prenons  un 
point  M  sur  ce  cercle;  soient  P  et  P'  les  centres  de  pro- 
jections ^  N  la  projection  de  M  sur  l'axe  desj^,  N'  sur  l'axe 
des  X.  Le  triangle  AOB  coupé  par  Tare  transversal  pro- 
jetant NMP  donnera  (*) 


de  même 


(*)  OA=a,  ON'  =  x, 

0B  =  ;3,  ON=r, 

/3-r  =  BN,      «  — x=:AN'. 

l/cqjiiation  exprime  le  Ihéorème  de  Ptoléméesur  la  transversale.      Tmv 


sin(p-j) 

r 
ces  a 

sioMB 

sinj^ 

sin  MA 

»î 

sin  (a  —  x) 

I 

sin  MA 

sinx 

ces  6 

'  sin  MB  "^ 

(7'  ) 
Si  nous  muhiplions  ces  équations  membre  à  membre, 
nous  trouvons,  eo  sîtuplifîanl, 


ou 


tangj       lang£_ 
tang  €       tatjg  a         ' 


Y       X 


les  lettres  X  ,  Y,  a ^  i  représeiitant  des  tangentes.  La  for- 
mule est  démontrée  pour  des  axes  quelconques.  On  peut 
aussi  récrire  sous  cette  forme 

Â  représentant,  si  les  axes  sont  rectangulaires ^  la  cotaii- 
gi'ntc  en  signe  contraire  de  F  angle  formé  par  Taxe  des  X 
avec  un  arc  qui  projetterait  Torigine  sur  la  circonférence 
donnée.  L'équation  de  cet  arc  projetant  serait  donc 

I 

si  Ton  cherche  rintersection  de  deux  arcs,  puis  la  dis- 
tance de  rorîgîue  au  point  de  rencontre  ,  on  trouvera,  en 
appelant  D  la  tangente  de  cette  distance, 

D'où  To»  voit  que  Téquaiion  d'une  circonférence  de  grand 
cercle  éloignée  de  Torigine  d*un  arc  D  sera 

j=  Ax±D  ^ i  4-  A'. 

Si  A  varie,  D  restant  le  même,  ce  sera  réquation  d^une 
tangente  quelconque  à  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'o- 
rigine, D  représentant  la  tangente  de  la  distance  polaire 
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et  A  la  cotangeote  en  «gne  contraire  de  l'angle  formé 
par  Taxe  des  x  et  Tare  qui  va  du  pôle  au  point  de  con- 
tact. Si  Ton  considère  altematiTement  les  deux  signes, 
on  aura  les  équations  de  deux  tangentes  menées  aux 
extrémités  du  même  diamètre;  enfin  si  Ton  cherche  leur 
point  de  rencontre  ,  on  trouve  x  =  oo  ,  ce  qui  fait  voir 
que  le  point  de  rencontre  est  à  90  degrés  de  Torigine. 

Pour  achever  de  connaître  ce  point,  il  faut  donc  avoir 
la  tangente  de  sa  latitude  :  on  trouve  aisément  qu  elle 
est  ^ale  à  A. 

Remarque»  Connaissant  les  coordonnées  du  pôle  d^un 
grand  cercle ,  on  peut  en  déduire  la  valeur  de  a  et  6. 
x'jj'  désignant  les  Ungentes  des  coordonnées  du  pôle ,  on 
a  évidemment 

ce  qui  permet  de  représenter  une  circonférence  de  grand 
cercle  par  l'équation 

yy  -H  xx'  —  1=0. 

(BOKGKET.) 

L'équation  d'une  circonférence  de  grand  cercle  passant 
par  un  point  donné  sera  évidemment 

r-/  =  A(.r-x'). 

Cette  équation  ne  s'applique  pas  au  cas  où  le  point  donné 
serait  à  90  degrés  de  l'origine ,  alors 

et  il  faut  se  servir  de  la  latitude  du  point  M  que  j'appel- 
lerai /.  Pour  cela,  considérons  le  triangle  POP'  formé 
par  les  deux  centres  de  projccliou  et  l'origine.  Il  est  coupé 


(73) 
par  Tare  donné  au  point  M  (MP  est  égal  à  /) ,  et  on  a  par 

FlG.  2. 


le  théorème  des  transversales 

sin  /  sin  a    cos  6 


sin  (ô  —  /)     cosa  *  sin  6 
ou 

tang6 sin/ 

tanga  sin(0  —  /) 

L'équation  demandée  sera  donc 

A  représentant  -7-y-  ^   .  ou  simplement  tang  /  sî  les  axes 

sont  rectangulaires.  Sî  donc  plusieurs  circonférences  ont 
un  point  commun  situé  à  90  degrés  de  l'origine,  le  coeffi- 
cient de  X  sera  le  même  dans  leurs  équations  et  ce  coeffi- 
cient sera  la  tangente  de  la  latitude  du  point  commun, 
les  axes  étant  rectangulaires.  Ce  système  de  circonférences 
sera  donc  l'analogue  d'un  système  de  droites  parallèles  sur 
un  plan. 

L'équation  d'une  circonférence  de  grand  cercle  passant 
par  deux  points  sera  en  général 

Si  le  deuxième  point  est  à  go  degrés ,  l'équation  sera 
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A  désignant  la  tangente  de  la  latitude  du  deuxième  point 
si  les  axes  sont  rectangulaires,  et,  dans  le  cas  général, 

sin/ 
sin(G  — /)* 

Nous  allons  faire  l'application  des  formules  précédentes 
à  quelques  problèmes  et  théorèmes. 

Définition,  Etant  donnés  deux  points  A  et  6  sur  une 
sphère ,  si  l'on  prend  sur  l'arc  qui  les  joint  un  troisième 
point.O  déterminé  par  l'équation 

X  —  x'       m 

X ,  a:',  x"  étant  les  tangentes  des  abscisses  des  trois  points, 
ce  troisième  point ,  quand  le  rayon  de  la  sphère  devient 
infini ,  partage  évidemment  la  ligne  AB  dans  le  rapport 
de  m  à  /i.  Cela  posé,  nous  dirons,  pour  abréger  quel- 
ques énoncés,  que  ce  point  O  partage  l'arc  AB  suivant  le 
rapport  sphérique  de  m  à  /i.  On  tire  de  l'équation 

X  =  • • 


On  voit  aisément  que  la  même  relation  existe  pour  les  or- 
données ,  en  sorte  que 

m  -\-  n 

Théorème.  Si  Von  diuise  les  trois  côtés  c,  b,  a  d^un 
triangle  sphérique^  le  premier  suis^ant  le  rapport  sphé- 
rique de  m.  à  n^  le  deuxième  sui\^ant  le  rapport  defàxa^ 
le  troisième  suii^ant  le  rapport  de  n  àp  -,  si  Von  joint  en- 
suite  chaque  point  de  div^ision  au  sommet  opposé,  les 
trois  arcs  ainsi  obtenus  concourent  au  même  point. 

Le  calcul  se  fait  identiquement  comme  sur  un  plan.  Il 
suffit  d'écrire  les  équations  des  trois  arcs  ramenées  à  la 
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forme 

En  ajouta  lit  leurs  premiers  membres,  on  trouve  idenlî- 
qnement  zéro  ^  ce  qui  prouve  que  les  trois  circonférences 
ont  un  point  commun. 

On  trouve,  pour  les  coordonnées  du  point  de  ren- 
contre , 

m  -i-  n-j^  p  m  ^  n^h  p 

Les  mêmes  formules  s'appliquent  sur  un  plan;  si ,  par 
exemple j  on  mène  dans  un  triangle  les  trois  bissectrices, 
ou  voit  que  les  trois  nombres  m ,  « ,  p  seront  alors  les 
trois  côtés  a,  ij  c  \  on  aura  donc  pour  les  coordonnées 
du  centre  du  cercle  inscrit  à  un  triangle  rectiligue 

A.  ^  — -^ — 7  I    ^    ■  ■  * 

a  *h  à  -h  c  a-i-6  +  c 

S'il  s'agissait  du  centre  d*un  des  trois  cercles  exinscrits, 
il  suffirait  de  changer  le  signe  dti  côté  qu*on  n'aurait  pas 
prolongé. 

Si  dans  la  formule  relative  à  la  division  d'un  arc  sui- 
vant le  rapport  sphérique  de  m  à  n  ,  on  suppose  m  s^  n^ 
on  trouve 

2  2 

et  dans  le  problème  suivant  si  nous  faisons 
m  ^^  n  ^=^  Pf 


on  trouve 


7V=^ = ->         I^ 


3  3 

Nous  ap[^cllerr>jis  par  atialogîe   le   |ioint  auisi   obtenu- 


i 
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centre  sphérique  des  moyennes  distances  pour  deux  ou 
trois  points.  En  général,  nous  appellerons  centre  sphé- 
rique des  moyennes  distances  d'un  système  Aen  points, 
le  point  déterminé  par  les  deux  équations 

n  n 

Théorème.  Etant  donné  un  système  de  points  sur  la 
sphère,  si  Von  joint  le  centre  sphérique  des  deux  pre- 
miers au  troisième ,  qiion  divise  l  ^arc  obtenu  dans  le 
rapport  sphérique  de  i  à  2^  qu^  on  joigne  le  point  trouvé 
au  quatrième  des  points ,  puis  quon  divise  l'arc  de  jonc- 
tion dans  le  rapport  sphérique  de  i  ai,  et  ainsi  de  suite, 
on  trouvera  aisément  pour  fixer  la  position  du  dernier 
point  les  équations 

n  n 

Ce  point  est  donc  le  centre  sphérique  du  système  de 
points^  ce  centre  reste  donc  le  même  dans  quelque  ordre 
qu'on  prenne  les  points. 

Si  l'on  détermine  d'abord  le  centre  sphérique  des 
moyennes  distances  de  m  points ,  puis  le  centre  des  n  —  m 
qui  restent,  qu'on  joigne  ces  deux  points  par  un  arc  de 
grand  cercle,  enfin  qu'on  partage  cet  arc  suivant  le  rap- 
port sphérique  de  m  h  {n  —  m) ,  le  point  de  division  sera 
encore  le  centre  sphérique  des  moyennes  distances  des  n 
points  donnés. 

Théorème.  Étant  donné  un  système  de  n-^i  points^ 
si  l'on  joint  F  un  quelconque  d'eux  au  centre  sphérique 
des  moyennes  distances  de  tous  les  autres ,  on  obtiendra 
ainsi  n  +  i  arcs  de  grands  cercles  qui  passeront  par  un 
point  commun. 

Cela  résulte  comme  conséquence  du  théorème  précé- 


r"77T 
deut.  On  peut  aussi  le  démoalrer  direclement  par  un  cal- 
cul très-sÎLaplt*.  Soit  Xi  la  laugente  de  l'abscisse  du  centre 
de  tout  le  système  et  X^  pour  celui  de  n  points,  on  aura 


de  même 


L'équation  du  cereJe  passant  par  le  centre  de  n  pomis  et 

par  le  (rt  +  j }*''"'*■  sera  donc 

cercle  «[ui  passe  évidemment  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont  Y' et  X'.  c.   Q.   F.   D. 

La  suite  prochainement» 


QVESTIOK  »'EXiVE!V, 


SUR    LE    ]?ÎQMBEE    DE    POiflT.S    QUI    DÉTERMIWEHT 
UAE    COURBE    DU    SECOJÎD    DEfiRÉ. 

En  exprimant  que  les  deux  axes  a,  b  d'une  ellipse  de^ 
tiennent  égaux  entre  eux,  on  a  une  circonférence  qui  se 
détermine  par  trois  points.  De  sorte  que  l'égalité 

a—  b  ^o 

équivaut  à  deux  conditions  dcterminanles,  II  en  est  autre- 
ment dans  rLyperbolc,  Pégalité  des  axes  n'équivaut  plus 
qu*à  une  seule  condiiiori.  C'esi  ce  qu'on  a  proposé  d'ex- 
pîîquer. 

Cela  tient  à  ce  qucj  dans  le  cas  de  l'ellipse,  le  premier 


i 
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inembrc  de  Téquation 

a  —  6  =  0 

est  la  somme  de  deux  carrés  précédés  du  même  signe ,  et, 
«n  conséquence,  Téquation  se  partage  et  donne  lieu  à 
deux  relations  entre  les  coefficients  de  Féquation  géné- 
rale du  second  degré.  Il  n'en  est  plus  de  même  pour  lliy- 
perbole. 

En  effet,  la  réduction  de  T^quation  générale  du  second 
degré 

A  j*  4-Bxr-hC:c*-+-D^H-Ear-hF  =  o, 

par  la  transformation  des  coordonnées,  montre  que  les 
axes  de  Tellipse  représentée  par  cette  équation  sont  entre 
eux  comme  les  fonctions 


(A  +  C)  -4-  V(A-C)»-|-BS 


(A-hC)-v/(A-C)*-hBS 

et  que  le  rapport  de  deux  axes  de  Fhyperbole  est  égal  au 
rapport  de  ces  deux  fonctions  changé  de  signe. 

Il  s'ensuit  que  l'égalité  des  deux  axes  de  l'ellipse  est 
exprimée  par  l'équation 

(A  — C)*  +  B«  =  o, 

<jui  donne  4es  deux  conditions 

A— C  =  o,     B  =  o, 

tandis  que  l'égalité  des  axes  de  l'hyperbole  exige  seule- 
ment qu'on  ait 

A-f-C  =  o. 

G. 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  195 

(voir  t.  XI,  p.  198); 

Par  m.  L.  DEWULF. 


On  donne  trois  cercles  Ci,  Ct,  C3;  on  trace  trois  nou- 
veaux cercles,  Pi  ayant  même  sécante  commune  que  Ct 
et  Ct,  et  coupant  Ci  orthogonalement;  de  même  Pi  etPs* 
Démontrer  que  ces  trois  nouveaux  cercles  ont  même  corde 
(réelle  ou  idéale)  commune  ou  même  axe  radical. 

Traçons  le  cercle  orthotomîque  O  aux  trois  cercles 
donnés,  ce  cercle  est  aussi  orthotomique  aux  trois  nou- 
veaux cercles.  Leurs  axes  radicaux  passent  donc  par  son 
centre. 

Le  centre  de  Pj  se  trouve  à  Tintersectioii  de  la  droite 
C,  Ct  avec  la  corde  7,  yt  commune  à  Ci  et  à  O. 


(8o) 

On  trouve  de  même  les  centres  de  P,  et  de  Pj.  Il  faut 
démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Projetons  la  figure  de  manière  que  la  droite  PiPt  passe 
à  l'infini. 

y,ys  deviendra  parallèle  à  CtCt  et  CiO  sera  perpendi- 
culaire à  CiGs* 

yiyj  deviendra  parallèle  à  CjCt  et  CtO  sera  perpendi- 
culaire à  CiCg. 

O  deviendra  Tintersection  de  deux  hauteurs  du  nou- 
veau triangle;  donc  la  projection  de  €,0  sera  aussi 
perpendiculaire  à  C|Cf  et  Pg  passera  aussi  à  Tinfîni. 
Donc,  etc« 

Remarques, 

1®.  Cl,  Cl,  Cj,  yi,  yi,  7»  forment  deux  triangles  po- 
laires réciproques.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets 
opposés  se  coupent  en  un  même  point ,  pôle  de  la  ligne 
P^Ps  par  rapport  au  cercle  orlhotomique  O. 

a°.  Les  points  Cj,  Cj,  Ca,  71,  71, 75  sont  sur  uue  même 
conique,  ce  qui  donne  ce  théorème  :  Les  sommets  de  deux 
triangles  polaires  réciproques  sont  sur  une  même  co- 
nique. 

3®.  Les  côtés  des  deux  triangles  forment  un  hexagone 
circonscriptible  à  une  conique. 

On  peut  arriver  à  une  solution  aussi  simple  par  l'ana- 
lyse. Les  trois  axes  radicaux  de  PjPjPs  passent  en  O. 

Soit  <p  =  o  1  équation  homogène  du  cercle  ortholo- 
mique  O5  soient  x^^y^z^^  ^ly^Zi^  x%ytZx  les  coordon- 
nées des  trois  sommets  du  triangle  CiCiCt,  et  posons 


=  A. 


Les  équations  des   lignes  C,  Cj,    CjCj,  CiCs,   7i7ti 


X, 

n 

«• 

Xx 

r« 

2| 

x-,  y-, 

Za 

(  ^l  ) 


fit,  dy^,  ifz, 

fîf  llfa  fi<0 

fï>r,  rfr»  rtZi 


—  ^  4-  -^^  jM- 


? 


d 


'^  .  — 


t't 


fia 


o, 


//A  ffA 

r/^a  rf/fl  ^Zfl 


f/A  ef  A 

- —  ,r  H y 


dÙL 


dà  dA 


dz. 


Appelons  x*f'z\  jC^'jV,  X""y'z'"  les  coordonnées  des 
points  P, ,  Pf,  Pi,  et  faisons 


.r' 

/ 

z!  1 

.r" 

r" 

ï" 

a" 

r 

1'" 

D  == 


La  condilion  ponr  que  les  trois  points  Pi,  P,,  P^,  sf)î<Nii 
en  ligne  droite 


on 


D  t^  05 


équation  qni  se   vérifie ,   mais  par  des    caleuls  un  p<ni 
longs. 


Ann,  de  Mûihêntût.,  L  XVIF,  (^lars  i3f>B.) 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  319 

(voir  t.  XVI,  p.  888;; 

Par  m.  L.  DEWULF. 


Soient 
(i)  F(x,jr,  r)  =  o 

r équation  de  la  surface, 

(a)  4rcosa4- J  cosp -hacosv  —  $ z=  o 

Téquation  du  plan  P, 

Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  x*y' z*. 
Si  ce  point  est  dans  le  plan  (a),  l'équation  de  ce  plan  (2) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(4)  [x  —  x')  CCS  a  -\-{y  — ^')cosp  4-  (z  —  z')  ces  7  =  o. 

La  projection  de  l'intersection  des  plans  (3)  et  (4)  sur 
le  plan  des  xy  aura  pour  équation 


(5) 


(  +(j'-J'')(^cos7-^cospj=o. 

Cette  équation  représente  la  ])rojection  de  la  tangente  à  la 
courbe  I  au  point  x'y' z\  ou  aussi  la  tangente  à  la  projec- 
tion de  la  courbe  I  sur  le  plan  xy  en  un  point  x'y',  La 
tangente  "à  la  courbe  I'  au  point  x'/'  est 


{  8^  ) 
Si  les  éqiiar!Oii<>  (5)  et  (6)  sorti  idctili(|ues,  la  |ïi'ojeciion 
Je  I  est  tangente  k  I'  aux  points  où  I  coupe  le  plan  de  I', 

et  celte  idéalité  a  lieu  ^i  ;t;7=  o  pour  li"s  roordoniiëes  de 

res  point?. 

Dans  le  cas  particulier  des  surfaces  du  second  degré,  si 
P'  est  un  plan  pi  incipal  j  les  plans  tangents  à  la  surface 
en  un  point  quelconque  de  rinterseciîon  de  la  surface  et 
de  P^  sont  perpendiculaires  au  plan  P',  et  par  suite 
d¥ 


SUR  u  T\mmï  DE  mm  coniques^ 

Pab  m.  g.  salmon. 


(/est  h  M.  Cayli'V  que  je  dois  beaucoup  de  rv  t[Uï  suit, 
\  .   Soienl  les  équations  des  deux  coniques 

Uj  :=i  ax^  H-  é/'+  rz'  -h  ^  djz  H-  2e%r  H-  a/rj  =  o , 

Il  j  =  a'  x^  +  t' y-  -^  c  z"  4-  51  d' jrz  +  2  (?'  z,r  +  a/' Jrr  ^  o , 

(Pour  les  équations  homogènes  dont  nous  ferons  usage^ 
V  oi  r  No  u  ve  Hcs  A  n  n  ales^  t.  X  \  '  I ,  p .  '294.) 

2 .    Tro  u  ve  r  les  éq  un  î  io  n  s  fies  c  orffcs  f  I  *h  t  tvrseci  io  n  fies 
dtfux  coniques. 

On  sait  que  Téquation 

U,  -4->U,  =  o 

reprësentt*  une  conique  qui  passe  par  les  quatre  points 
d'intersection  de  Ui  de  Ua.  Maintenant  il  s'agît  de  dé- 
terminer À  tel,  que  cette  équation  soit  décomposable  en 
tieux  facteurs  linçaîres.  Il  est  évident  que  la  détennîna- 
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lion  doit  dépendre  d'une  équation  du  troisième  degré. 
Car  par  quatre  points  A,  B,  C,  D  nous  pouvons  liier 
trois  systèmes  de  deux  lignes  droites  AB,  CD^  AC,  BD; 
AD,  BC.  La  condition  que  Ut  soit  décomposable  en  de 
tels  facteurs  est 

^=zabc'\-  T.def'^  ad''  —  be^  —  cf^z=zo  (*). 

Nous  trouverons  la  condition  que  Uj  -}-  Uis  soit  ainsi 
décomposable,  en  substituant  pour  a,  a-j-Xn',  pour  by 
i-f-Xi',  etc.,  et  la  condition  sdra 

A4-X0-f-V0'-+-V'A'  =  o  (**) 

OÙ  (comme  c'est  évident  par  le  théorème  de  Taylor) 

fl^      ,,d\       ,d^       ,,d\        ,d^      ^d\ 

on  bien 

&  =  a'{bc-^d')-^  b'(ca^e^)-^c'  (ab  — /' ) 

^  2ci'  {rf-  ad)  ■^T.e'  {/d  -  be)  -F  if  [de  -  cf) , 

y  —a'b'c'-^7.d'  e'f  —  n'  d''' ^  b'  e'^  ~  c'f'\ 

d^'        ,  d^' 
""-^'d^-^'ip-^"" 

3.  Les  coefficients  A,  0,  0',  A'  sont  des  în^arianis 
(t.  XYI,  p.  4^6)]  c'est-à-dire  que  le  rapport  mutuel  de 
ces  quantités  ne  change  pas  quand  on  transforme  les  équa- 
tions Ui ,  Ua  en  prenant  de  nouveaux  axes  quelconques. 
Car  si  Tcquation 

U, -hXU^nzo 

représente  deux  lignes  droites ,  elle  ne  cessera  pas  de  les 
représenter  quand  on  transforme  les  équations  comme 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  I,  p.  491.         Tm. 

(**)  On  trouve  cette  équation  dans  l'admirable  opuscule  de  M.  Lamé 
sur  les  méthodes  (i8i8);  germe  qui  a  été  très-fécondé.  Le  principe  de 
Harvey  omne  vivum  ex  ovo  se  vérifie  partout.         Tu. 
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01»  voudra  j  parce  que  iiuUt;  traiisfot'iijalioii  de  coordon- 
nées ne  ehauije  1,  Il  faal  donc,  quaiid  on  cherche  h*s  va- 
Jeurs  du  î.  pour  les<[uelles  Ui  H-/  U^  représeule  deux  lignes 
droites,  que  Ton  trouve  toujours  les  mêmes  valeurs  Je 
).  quels  que  soient  les  axes;  d^où  il  suit  que  rëquatioii 

a  toujours  les  mêmes  racioe.s ,  quelles  que  soiciu  les  formes 
de  Ui  et  Uj ,  d'où  nous  avons  déduit  les  fonctions  A,  0, 
0',  A'. 

4.  Pour  faire  voir  l'usage  f|ue  Foji  jieut  tirer  de  ce 
principe ï  nous  chercherons  la  eundîlion  (due  h  M.  Caylcy 
et  d*a  il  leurs  très-difficile  à  trouver)  pour  qu'un  triangle 
soit  inscrit  a  la  conique  U,  et  <:irconsei"it  à  Ug  (*). 

Si  cela  est  possible  et  si  nous  appelons  x,j^,  z  les  équa- 
tions des  cotés  d\in  tel  triang^lo,  il  sera  passible  d'écrire 
Ut  ,  U*  sous  tes  formes 


U,=:  -^i^X  -h  yz  -h  ZJC 

)^o, 

U,=  /^x^  -j-m^f'  H-  «■ 

■  Z'  —  2  ttiixy 

—   .>  fffNJZ  — 

inizx  - 

=  o. 

{Foin.  XVI,  p,  3o7 

et  3o8.) 

Dans  ce  cas ,  nous  > 

avons 

à  = 

2, 

0  = 

—  [l-^m  -h 

'0% 

e^^ 

^imn  [i  -\-  m 

-4-'ï), 

1'= 

^  ir'ftP  ti\ 

et,  par  conséquent , 

0'-'  =  4bA\ 

Mais  parce  que  0,  0 

',  A'  sont  des 

invariants 

,  celle 

icla- 

lion  subsiste  toujours  quels  que 

soient  les  axes  (n 

-a). 

(^)  A'iiîr  iVrHJVi'/fr '.V  A»HHÎt: 

^.  1^  xvr.  p    \, 

:l.         Tw. 
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Ainsi  la  condition  cherchée  est 

X  [fl'  (  ^c  —  r/»  )  H^  ^'  (ro  —  <?2)  -f-  .  .  .]. 

5.  Tromper  la  condition  pour  que  les  coniques  U, ,  U, 
se  touchent. 

Nous  avons  dit  que  par  quatre  points  A ,  B ,  C ,  D  on 
peut  faire  passer  trois  systèmes  de  deux  droites  AB,  CD; 
AC,  BD;  AD,  BC.  Mais  si  les  points  A,  B  coïncident, 
deux  de  ces  systèmes  aussi  deviendront  identiques ,  sa- 
voir :  AC,  BD-,  AD,  BC.  Dans  ce  cas  donc,  il  faut  que 
l'équation 

A  -f-^0  -h  V0'-h  v^'  =  o 

ait  deux  racines  égales.  La  condition  est 

e'  e"  -f-  18  AA'  00'  =  3  A'  A'^  -h  4  A0'^  +  4  A'  0\ 

6.  Si  l'équation 

U2  =0 

représente  deux  droites  ,  on  aura 

y  =  o, 

et  l'on  voit  que  la  condition  pour  que  l'une  ou  Faulre  de 
ces  droites  touche  U,  est 

0*  =  4  ^®S 

c'est  aussi  la  condition  pour  que  Téquation 

A  +  )^0-h>i'0'  =  O 

ait  deux  racines  égales, 

7.  Si    Us  est  un  carré  parfait   {Ix -\- mj -h  nz)- ^  on 
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troavi*  que  dans  ce  cas  ou  aura 

Let|ua(lrUaLèri!  ABCD  se  change  en  uu  triangle  dont  deux 
côtés  sont  les  tangentes  aux  points  d'intersection  de  la 
d roi  le  Ix  -h  my  -h  «^  ^  o  et  de  la  conique  U,  :=  o» 
Déterminons  À  par  réc|iiatiou 

d  4-  Xe  =  o  i 

nous  Irouvoïià  que  l'équation  de  tes  tangentes  est 

eu,  —  A  (/jr  +  my-hnzY  =  Q  (*). 

Maïs  si  0  ^  o,  cette  équation  est  réduite  à 

(  Lv  +  mr  -H  /?2)-  ^  o , 

il*où  nous  vu  vous  que  dans  ce  cas  la  droite  tx -\- my -^  nz 
louche  la  conique  Uj.  La  condilîon  donc  pour  que  la 
di'oite  Ix  -h  niy  -[-  nz  tonche  U^  csl  0  =  o  ,  ou  bien 

d\  dA  (là  dl  f/i  ,     dA 

an  nb  de  dd  de  df 

ou 

n  {  bc  ^  fp)  -h  /?/^  [ca  —  É-^)  -h  fû  (  fth  — /^)  H-  1  mn  (e/-~  ad} 
+  2fd  (fd  ^ùe)~h  2  £ffi  (de  —  r/)  =  o  (**  ). 
Pour^  abréger,  nous  écrirons  cetie  eomiitiou 
A  /'  -h  B  /?/'  -h  €  n'  +  2  D  m/î  -h  2  E  ni  H-  2  F/w  =  o. 

8*  Si  Ç,  17.  ^  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  po- 
laire réciproque  de  h  conique  Uj  (prise  par  rapport  k 
JC*  -h/'-h  s*,=  o) ,  nous  Irouveroïis  Téquadon  de  cette  po* 

(*)  Gif  Tona  IT, -h  ;ii,  ^  o.         ÏM. 
(♦*)   Voir  iVoêrv//rj  yiffifrt/t'i,  I     II  ,  p     loS: 


T». 
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laire  réciproque  en  exprimant  la  condition  que  la  droite 
x^  -+-yY}  ~f-  ^^  touche  Ui.  L'équation  est  donc 

2.  =  A?'-4-B*ï"-HCÇ»4-2Duî;-f-2EÇ|+  2FÇ»3  =  o  (*), 

où  A,  B,  etc.,  ont  la  signification  que  nous  venons  d'ex- 
pliquer. 

9.  Ou  a  les  relations  suivantes,  savoir  : 

BC— D'  =  Afl,        CA— E'  =  A^,        AB  — F*=:Ac, 
E¥^AJ}  =  ^d,      FD  — BC=Ae,      DE  -  AB  =  A/(**}, 

d'où  nous  voyons  que  la  polaire  réciproque  de  la  réci- 
proque est  AUi,  comme  ceja  doit  être. 

10.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  polaire  ré- 
ciproque de  la  conique  Ui  -H  ^Uj. 

Il  faudra  dans  Téquation  Si  (n**  8)  substituer  pour  a^ 
a  -f-  Art',  pour  i  ,  fe  -h  Xi',  etc.,  et  on  trouvera 

où 

4)=  (Ac'-f-  bU—  iidd')l^'^  {ca  -h  ac'  —  iee)Y{' 
-h  [ab'  -h  ba'  -  2#')  Ç'^  ^2.[ef'-^  6-'/—  ad'  -  a' d  )  ni 
-+-2(/^'4-^'  — ^^'  -  b'  e)ll 
-f-  2  [de'  4-  ^'  c  —  r/'  —  e'f)  In. 

On  obtient  Zj  en  accentuant  a,  i,  c,  etc.,  dans  Sj. 

1 1 .  On  sait  que  l'équation 

qui  contient  le  paramètre  i,  représente  une  courbe  qui 
touche  toujours 


(/)  \o\r  Nouvelles  Annales,  Polaires  réciproques.  1m. 

("*)  \ (HT  Nouvelles  Annales,  t.  I,  p.  /jyo.         Tm. 


{89) 
Mais  parce  i|,iie  l'êtjiiaLiuu 

représente  uu  sysLemc  de  coniques  passant  par  ipialn; 
pDinls,  le  système  réciproque 

rc|uesi;iUera  uti  syslèoie  de  coniques  touchaol  quatre 
droites*  Il  faut  donc  que 

représente  ces  qualre  tangeuLes  communes  de  S^  el  Sf 
La  forme  de  réquation  fait  voir  que  la  conique  *1>  passe 
par  les  poîiUs  où  les  coniques  Si  ,  S^  sonl  toucliées  par  le^ 
tangentes  communes  dont  iV'cjualion  est 

Nous  voyons  donc  que  les  huit  points  où  deux  coniques 
sont  touchées  par  leurs  tangenlcs  communes  se  trouvent 
sur  une  conique  dont  nous  pouvons  former  Tcqualion. 

i2.  On  trouvera  de  môme  que  la  polaire  réciproque 
de  la  conique 

est 

Auf  +  ^JF,  4*  A^A'Uî  =  c* 

où 

/=  (BC  -f-  B'  C  —  2  DD'  )  c'  -h  (CX'  +  AC  ^  2  Eli'  ) /' 
-+-  (AB'H-BA'  —  aFF')x* 
-h  2  (  EF'  -f-  E'  F  —  AD'  —  AD)  jz 
H-  2  (FD'  -^  DF  —  BE'  —  B'  E)  zx 

-h  %  (DE'  4-  D'  E  ^  CF'  —  C  F)  xy, 

L^équation  des  langeâtes  4  ommun^'s  de  V^  et  Uj  est 


(9o) 
et  i  est  la  conique  qui  passe  par  les  huit  points  où  Ui  et 
U2  sont  touchées  par  ces  tangentes  communes. 

13.  Nous  allons  faire  voir  comme  on  pourrait  parvenir 
à  ces  coniques  ^,  i  par  une  autre  voie.  En  effet,  on  re- 
trouvera la  conique  ^en  cherchant  le  lieu  d'un  point 
d'où  les  tangentes  à  U, ,  Uj  forment  un  faisceau  harmo- 
nique ,  et  la  conique  4>  en  cherchant  Tenveloppe  d'une 
droite  qui  est  coupée  en  section  harmonique  par  les  co- 
niques Ui,  Us  (*). 

14.  Problème.  Trousser  la  condition  pour  que  les 
quatre  points  sur  l'axe  des  x  donnés  par  les  équations 

Qx^  -I-  2  6x  -i-  c  =  o ,     fl'  X*  4-  2  ^'  jc  -h  c'  =  o  . 

forment  un  système  harmonique  ? 

Si  Xx ,  Xi  sont  les  racines  de  la  première  équation  et  x, 
Xi,  de  la  seconde,  nous  aurons 

(x,  —  ^3)  (Xa—  X4)  H-(x,  —  X4)(x,  —  A-3)=:0. 

Mais 

C  X  2^ 

X, a:2  =  ->       (x, -f-X2= — j 
a  a 

donc  la  condition  cherchée  est 

ac'  -^  ca'  —  2  bb'  =  o. 

Si,  rendant  les  équations  homogènes,  on  pose 
S,  =  dfx'  -f-  2  bxy  4-  cy^  =■  o , 
82=  fl'  X*  +  2  b'  xy  -h  c' y"^  =  o , 

(*)  Il  est  évident  que  *  =  o,  £=^0  sont  des  polaires  réciproques  j 
*  =  o  est  la  conique  qui  passe  par  les  huit  points  de  contact  relatifs  à  S, 
cl  ^,  et  Jt  =^  o  la  conique  qui  passe  par  les  huit  points  de  contact  relatifs 
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iious  pouvons  écrire  celte  toiKlilioii  sous  celte  fot  me 

^  2, ■ 1 ^  O 

d;JT^     dy^  djcdy  drdjr         dj^     dx'^ 

OU  bien  symboliquement 

/  d    d  ^  d    ^  y  ^.  ^  __ 

\dxt  dy^        dXi  dj  ^  j 

15.  PROBLÈME.  Trouver  la  condition  pour  que  la  droite 
Ix  +  my  -\-  fiz^=  o 
soit  coupée  en  section  harmonique  par  les  deux  coniques 

u.,u,.  %<     .     ^ 

Afin  de  Irouver  les  points  où  Ui  est  coupée  par  la  droîlc 
donnée,  nous  éliminons  e  entre  les  équalions 

U,  =c  o ,      At-  -i-  my  H~  «3  :=  o , 

nous  obtenons  une  équation  Sj  homogène  en  JC  et  j*.  Nous 
aurons  ainsi 

^/S,       dV,       i  dV, 


r/x         dx 

n    dz 

dS,       dU, 

m  du, 

sembla  blême  nt 

dy    "   dy 

n     dz 

du,       d\]. 

l  f/U, 

dx  ^~   d,T. 

n    dz 

dS,       dV, 

m  d\]. 

dy           dy 

fi     d^ 

Par  conséquent, 

nous  avons 

(—  —  _  -1  -^  \  s  s 
\di:,dy^       dx^  dyj 

[/d_  d     d  d\     (jljL—'^  "^  vi 
\  f/jt  dy:,        dy:,  dt,  j  \  dz,  d.r,        dzj  dx^  j    I 

'^"  [d.t,dy,       dj.dTjJ 


(  y-  ) 

La  condition  donc  que  nous  cherchons  i;st 

\d.T,dy^       dx^djrjj 
c'esl-à-dire 

l'{bc'  -^b'c  —  idd')  4-  m^{ca'  -f-  ac'  —  lee') 
^  n^  [ab'  -h  ba'  -^  iff) 
-h2mn{  ef  -\-fc'  —  ad'  —  a'  d) 
-f-  7,nl{fd'  -^  J' d  -^  be!  -^  b' e) 
-k  a  Im  (  de'  -^  rt  '  <?  —  çf—  e'f)  =  o , 

et  parce  que  /,  /n,  n  sont  liés  par  une  relation  du  second 
ordre,  Tenveloppe  de  la  droite  est  une  conique  dont  Fé- 
qualion  est  trouvée  en  prenant  la  polaire  réciproque  de  4> 
et  qui  est 

0'U. -heUs  — /=  o. 

16.  Problème.  Trouver  V équation  des  deux  tangentes 
d'un  point  quelconque  oii^y  à  une  conique  U,. 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  aj3y  à  un  point  quel- 
conqiie  x\  y' ^  z'  est 

et  si  x' y'  z'  est  un  point  sur  l'une  ou  Vautre  des  deux 
tangentes,  cette  droite  touchera  Ui.  On  trouvera  donc 
l'équation  cherchée  en  formant  la  condition  que  la  droite 
Ix  -f-  my  -h  iiz  ==  o  touche  U, ,  ei  puis,  substituant  res- 
pectivement pour  /,  m,  /^ , 

02  —  77",     7^  —  az,      ar  —  par, 

on  bien,  en  substituant  en  2,  [nP  8) , 

p2  — 7r>      7X  — a2,      «j4-j!l.r, 
pour  ^  ,  yj ,  ^. 
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Soîl  Si  réqujriùoa  ainsi  réduite,  ot  nous  aurons 

r/S,  _      ^/S,  dl^         dSi  _      dlj  dli 

Tf^'^'^d'r,  '    d^'       dy~  ^'^lïi  ''  ^  * 


\d:r,  dy-i 


..,'   '^'«^ 


d      d_^\ 
dxx  dy,  / 


2.2,. 


La  condition  don€  pour  que  le  faisceau  dus  tant^icnLes 
du  point  « ,  p,  y  soit  liatmonique  est 

ou  bien 

18.  On  sait  qu'il  y  a  trois  points  dont  les  polaires  re- 
lativement à  deux  coniques  sont  les  raônaes,  et  que  (si  ces 
«rois  polaires  out  pour  équatious  ^  ,  j",  ^)  il  est  possibitî 
lïe  donner  aux  équations  des  deux  coniques  les  formes 

a^T^  H-  A/^  4-  cz^  ^^  o, 
a'  X'  -h  b'j^  H-  c'  .r'  :=.  o. 

[  Foir  mes  Conûs^  p.  aSa  et  26^  (*)•] 

Maintenant  nous  allons  faire  voir  eommeot  cette  Iraus' 
formation  est  effectuée,  el  nou5  allons  démontrer  que  , 
étant  données  les  équations  Uj ,  Uj  de  deux  coniques^  les 
trois  droites  dont  les  pôles  sont  les  mômes  pour  les  deux 
coniques,  sont  données  par  1  équation 

d_£^  fdVt^dlh  _tœ^d^\       ilJ_  idV,  r/U,      f/U>  r/UA 
dx    \  dy     d%  dz     dy  j         dy   \  dz     dx         dx     dz  j 

d£ 


dz   \  flx    dy  dy    dy  j 


('•)  Ouvrage  hors  ligne,  traduit  par  M,  Pondra.  Ti*. 


J 
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équation  que  nous  pouvons  écrire  sous  la  forme  d'un  dé- 
terminant 

^U.     dV,     €lV, 
dx        dy        dz 

dV,     ^U,     d\}, 
dx        dy        dz 

dJ      d£     d£ 
dx        dy       dz 

D'abord  on  voit  aisément  que  cela  est  vrai  quand  les 
coniques  Ui ,  U2  ont  les  formes 

U,  =  ax^  H-  hy'^  -f-  cz'  =  o , 

Uj  =  rt'  j:'  -t-  h'  y-"  4-  c'  «'  =  o. 

Dans  ce  cas,  on  a 

A:=:bc,  B  =  ca  ,  Czzrab, 

k'=b'c\       B'=:c'«',       a=a'b\ 
£=aa'{bc'  ^  b'c'jj.'-h-  bb'  (ca' -^  ac')  y^ 
^cc'  {fib''\'c'  b)z\ 

et  le  déterminant  que  nous  venons  d'indiquer  est  (à  un 
facteur  constant  près) 

xyz  =0. 

Il  faut  donc  démontrer  que  cette  équation  représente  tou- 
jours ces  mêmes  droites  quelle  que  soit  la  forme  de  Uj 
et  U,. 

19.  Maintenant  il  faut  observer  que  £  est  un  cov^ariant 
(t.  XVI,  p.  4o6)  des  coniques  Uj ,  Ug.  Un  covariant  est 
un  dérivé  d'une  équation  (ou  de  plusieurs  équations)  tel, 
que  sa  relation  aux  équations  primitives  subsiste  encore 
quand  toutes  les  équations  sont  transformées  par  une 
transformation  linéaire  quelconque.  Par  exemple,  la  dé- 


(9^  ) 


r/U, 


rivée  -7— ^  n'est  pas  un  covariant  de  Ui  »  parce  que ,  quaud 


on  transforme  Téquanon  aux  nouveaux  axes,  le  nouveau 

— — ^  île  représente  plus  U  mùmc  courbe.  Mais  pai  ce  que 

^  (la  conique  qui  passe  par  les  huit  poinls  de  conlacl 
des  tangentes  communes  de  U,  cl  Uî)  est  unique,  il  faut 
(quels  que  soient  les  axes)  que  nous  trouvions  une  équa- 
tion qui  représente  toujours  la  même  courbe, 

20.   Ensuite  nous  allons  démontrer  que  trois  enurbes 
U  ,  V,  W  étant  données,  le  déterrainani 


n 


dU     dll^      dV 

dx       dy        dz 

dV      dV       dV 
dx       dj        dt 

rfW      e/W      ^W 

dx        djr         dz 

est  un  couarianl  des  trois  courbes. 

Il  est  bien  connu  que  le  produit  des  deux  détennirianls 


€1 

h 

c 

A     B 

C 

a' 

h' 

€* 

X 

A'    B' 

a 

a'' 

h" 

c' 

A  '   B" 

c" 

est  le  (lé terminant 

a' A  -h  // B  -h  c' C      a' A'  +  b' W  -j-rC      a'  A''  +  b' B'  +  f ' C" 
a"  A  -j-  h'' B  -h  c'  C     a''  A'  -h  h'' B'  4-  c"  C     a"  A"  +  h" B"  4-  c" C" 


(*)  Quand  V^  V^  W  sojil  des  cercle*,  celle  dérivée  roprésetite  \e  cercle 
qui  foitpc  tous  li*s  irnis  cercles  orthojîftnaîiîmBnL 


i 
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Oi 

si  nous  remplaçons  x,  j,  z  par 

x  =  ^.r  -f-  by  -r-  cz , 

/=  a'.T  ^  b' y-k-c'z^ 

z  =  n"x  -f-  b'* y  -{-  c"  z  ^ 

no 

LIS  avons 

d           d          ,  d          „d 
clx           dx            dy            dz 

d   _^   d        ^,  d         ^„  d 
dy           dx            dy             dz 

d              d           ,    d          „   d  ^ 
dz           dx            dr             dz 

Nous  voyons  donc  que  si  nous  transformons  linéaire- 
ment U,  V,  W  et  puis  formons  la  dérivée  des  équations 
transformées ,  nous  aurons 


d\} 

dV 

rfU 

rfU 

du 

dH 

dx 

d} 

dl 

a 

a' 

a" 

dx 

dy 

dz 

dV 

dV 

dV 

r    d\ 

dW 

dV 

z^ 

b 

b' 

b" 

X    '    — 

dx 

d} 

dz 

c 

c' 

c" 

1"' 

dy 

d^ 

d-w 

d^\ 

dW 

1  rfW 

dW 

dW 

dx 

dy 

d'z 

dx 

dy 

dz 

et  quand  les  deux  dérivées  ne  diffèrent  que  par  un  fac- 
teur  constant,    toutes   les   deux  représentent  la   même 
courbe. 
Donc 

d£  /r/U,  dV,_dV^  dUA         d£  /^  çOJ,  __  ^U,  dVA 
dx  \  dy    dZi  dz     dy  j         dy   \  dz     dx  dx     dz  ) 


dz  \  dx    dy  dy     dx  ) 


représente  toujours  la  même  courbe  quels  que  soient  les 
axes.  Il  était  donc  suffisant  de  démontrer  qu'elle  repré- 


(")  Après  les  d  il  faut  sous-entcndre  U,  V,  W\ 


Tm. 
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sente  trois  droites  ,  en  nous  servant  des  plus  simples  équa- 
tions. 

21 .  On  peut  trouver  facilement  par  cette  méthode  Té- 
quation  des  plans  principaux  d'une  surface  du  second 
degré. 

Soient  les  termes  quadratiques  de  l'équation 

U,  =  ax^  H-  by^  -4-  cz^  -4-  7.dfz  •+-  2ezx  -f-  '?.fxj 
que  nous  voulons  réduire  à  la  forme 

Mais  il  faut  observer  que  le  carré  de  la  distance  d'un 
point  à  Foriginê  est,  pour  lès  deux  systèmes  de  coor- 
données , 

U2  =  X»  -h  r'  -4-  z»  =  X  H-  J  -f-  z. 
Si  les  axes  primitifs  sont  obliques,  nous  substituons, 
pour  X*  ■+-y^  -h  1*, 

jc»  -f-  ^» -f-  3'  4-  2  jz  cos(  r  ,  z)  4-  2za:cos(z,  x) 
4-  2xjrcos(x,  y). 
Formons  l'expression  ^de  ces  systèmes  Ut ,  Uj ,  savoir  : 
/  =  [«  (  ô  H-  c  )  -  ^'  -/^]  a:^  -h  [ 6  (c  -h  «)  — /'  -  ^'  ]  r^ 
-i- [c  {a  -\-  b)  —  d^^e^]z^'h  i(ad'-'ef)yz 
^i[be  -'fd)zx-{'  2  (c/—  de)xy{*), 

et  puis  le  déterminant  dérivé  de  Uj ,  Uj,  £  représente 
l'équation  cubique  des  trois  plans  principaux  x^  y^  z 
(page  95). 

22.  Nous  ajoutons  aussi  la  méthode  de  M.  Boole  pour 
trouver  en  grandeur  les  axes  d'une  surface  du  second  de- 
gré. 11  ne  faut  que  former  les  invariants  A ,  0 ,  0',  ùi  du 

(*)   Vq'w  paçe  89  :  Von  a  a'  =  t'  =  c'  =  o,  rf'  =  f '  =/ '  =  o .     Tm . 
Ànn.  de  UaOïèmaL.,  t.  XVll.  (Mars  i8r»8.)  7 
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système  Ui ,  U,.  El  parce  que  nous  avons  pour  Téqualion 
transformée  (page  84) 

A  =  ÀBC,   e  =  ABH-BC-hCA,  e'  =  A-f-B-hC,  A' =  i , 

les  quantités  A ,  B ,  C  (  qui  sont  les  réciproques  des  caiTés 
des  demi- axes)  sont  les  racines  de  Téquation 

A'v  — en'  -+-0X  — A  =  o 
ou  bien 

V  —  (rt-f.^  4-c)V  ^(bc  —  d^+ca  —  e^-h  ab'^f^)\ 
—  {abc-^7.dcf-^  ad^-^  be'  —  cp), 

équation   cubique  qui  est  très-connue  dans  cette  théo- 
rie (*). 

SECONDE  SOLUTION 
D  UNE  QUESTION  SUR  UN  PRODUIT  CONTINUEL 

(voir  t.  XVI,  p.  398); 

Par   m.  p.  A.  G. 


Le  produit  n  (n  -{- 1)  (/i  -f-  a)  («  4-  3)  de  quatre  nom- 
bres entiers  consécutifs  étant  augmenté  de  l'unité,  devient 
le  carré  den(7i-|-3)-|-i»  somme  formée  du  produit  des 
deux  facteurs  extrêmes  et  de  l'unité. 

C'est  ce  que  l'on  rend  immédiatement  manifeste  en 
multipliant  par  /i  (/i-f-  3)  les  deux  membres  de  l'identité 

(;H- i)  (/i-f-  2)  = /ï  (/H- 3)  4- 2  , 

et  ajoutant  i  de  part  et  d'autre. 

Conséquence,  Le  produit  de  quatre  nombres  entiers 
consécutifs  ne  peut  être  un  carré. 

(*)  Pour  comprendre  les  n»*  21  et  22,  il  faut  se  rappeler  la  théorie 
des  changements  des  coordonnées.        Tm. 


FORMULES  FONDIHEKTALGS  DE  L  ANALYSE  SPHÈRIQIIE 

Pàft  M,  VANNSON. 


Théorème.   Étant  donnés  un  triangle  sphérique  ABC. 

et  un  point  O  sur  la  surface  d 'une  sphère ,  si  de  ce  point 
comme  pâle  on  décrii  une  circonférence  de  grand  cercle^ 
quon  joigne  le  point  O,  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, au  sommet  A  par  un  arc  quon  prolongera  jusquà 
sa  rencontre  en  A'  avec  la  circonjérence,  si  ensuite  on 
joint  A*  at^ec  le  centre  spkérique  des  deux  autres  som- 
mets et  quon  répète  la  même  opération  trois  fois  en 
changeant  de  sommets,  les  trois  circonférences  ainsi 
obtenues  auront  un  point  commun. 

On  peut  généraliser  le  théorème  en  l'appliquant  à  un 
système*  de  (n-f-  i)  points,  rommt*  nous  allons  Je  faire 
voir. 

Soient  oc\y*  les  tangentes  des  coordonnées  du  point  A» 
réqualion  de  Tarr  OA  sera 


y 


toute  circonférence  passant  par  le  point  A'  aura  pour  coef- 
ficient dex,  '-;*  Donr  la  circonférence  qui  joint  le  point 

A'  au  centre*  sphérique  des   n   autres  points  sera  repré- 
sentée par  r équation 


r-Y.  =  ^(,r-X.); 


uiats  (Ml  a  tronvr  dans  le  problème  prémKnit 

^  r  (»  +  ■)-/        ^         X'(«  +  0-.r' 

Y._^ — ~;r — '  ^'- ^r~ — 


(  'oo  ) 
valeurs  qui  élanl  portées  dans  l'équaiiou  précédente  don- 
nent 

„      Y'(«-4-.)_y/         X'(^4-i)\ 


H' 


V(n-^i)                X'(/i-f-i) 

— ' -^        X=  y 

n                                  n 

y     Y' 

x~X'" 

On  voit  donc  que  celle  circonférence  et  toutes  les  ana- 
logues pour  les  autres  points  passent  par  un  point  com- 
mun ayant  pour  tangente  de  ses  coordonnées 


d'où 


Ce  point  se  trouve  donc  sur  la  circonférence  qui  passe 
par  le  point  O  et  le  centre  sphérique  C  des  moyennes  dis- 
tances du  système.  On  voit  aussi  que  ce  point  partage 
Tare  OC  suivant  le  rapport  sphérique  de  /i  +  i  à  —  i . 

Le  théorème  analogue  sur  un  plan  se  démontre  par  un 
calcul  identique  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Étant  donné  un  système  rfe  (n  +  i)  points  et  un  autre 
point  O ,  si  Von  joint  chaque  point  du  système  au  point 
O,  et  si  Von  mène  à  chacune  des  droites  ainsi  obtenues 
une  parallèle  par  le  centre  des  moyennes  distances  des 
autres  points  y  toutes  les  parallèles  se  couperont  en  un 
même  point  qui  sera  situé  sur  la  droite  menée  du  point  0 
au  centre  des  moyennes  distances  de  tout  le  système  et 
qui  partagera  ^ette  droite  dans  le  rapport  de  n  -h  i  à 
—  I,  c^est'à'dire  qu  il  sera  sur  le  prolongement  au  delà 
du  centre  et  que  ses  distances  àCet  à  O  seront  comme  i 
est  à  u  -h  ^  ' 

Dans  le  cas  particulier  d'un  irianglc,  les  parallèles 
sont  menées  par  les  milieux  des  côtés,  et  le  théorème  se 
démontre  très-simplement  par  la  géométrie.  Le  même 
théorème  s'applique  aussi   h  un   sysième  de  points  dans 


(    »oi    ) 

l'espace  et  se  démontre  de  la  même  manière  que  sur  ]a 

sphère. 

Si  les  points  du  système  se  déplacent  sans  que  leur 
centre  de  moyennes  distances  change  de  position ,  le  point 
de  rencontre  des  lignes  parallèles  sur  un  plan  ou  des  arcs 
de  grands  cercles  sur  la  sphère  ne  changera  pas.  De  là  ré. 
suite  une  propriété  des  polygones  réguliers  inscrits  dans 
un  cercle  de  centre  fixe  et  de  rayon  variable.  Elle  aurait 
lieu  également  pour  un  polyèdre  régulier  inscrit  dans  une 
sphère  avec  les  mêmes  conditions. 

Problème.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  d'un 
point  que  nous  supposerons  sur  le  côté  C&  à  une  dis- 
tance  a  du  point  C  on  mène  un  arc  sécant  qui  rencontre 
fiRenC  et  kCen  B',  qu  on  joigne  B^  B'  ef  C,  C,  on 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  arcs. 

Prenons  C  pour  origine  ,  CB  et  CA  pour  axes ,  et  dési- 
gnons CB  par  a',  CA  par  6'  et  la  variable  CB'  par  6. 

Cela  posé,  Téquation  de  Y  arc  DB'  sera 


r      X 

6         a 


celle  de  l'arc  AB  sera 


Y  X 

Leur  intersection  aura  pour  équations 

•^""    aê'-.'ê   '      '^""     aê'  — a'6   ' 
L'arc  ce  aura  donc  pour  équation 

pour  Tare  AB,  c'est 

Y       »r 

(>         ot 


(  «oa  ) 

Eliminant  6  entre  ces  équations,  ou  trouvera 

aa' jr  4^  6'  ( 2a  —  a')  jr  =  aa' 6'; 

c'est  donc  un  grand  cercle  qui  passe  au  sommet  C  du 
triangle  et  qui  coupe  CB  en  un  point  (E)  pour  lequel 


On  tire  de  cette  relation 

(a  —  a')x=:a(a'  —  x), 

çi ,  remplaçant  ces  lettres  par  des  tangentes ,  on  trouve 

!>in  CD  X  sin  £B  =  sin  BD .  sin  CE. 

Ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  C,  E,  B,  D  sont  har- 
moniques, et,  par  suite,  que  le  lieu  demandées!  le  qua- 
trième arc  d'un  faisceau  harmonique  dont  les  trois  autres 
sont  AC,  AB ,  AD,  Tare  cherché  étant  conjugué  de  AD. 
Cas  particuliers ,  Si  nous  supposons 

a  =  tang  go**  =  oo  , 
nous  aurons 

_^ 

2 


OU 


ta»gCE  =  -tangCB. 


Si  nous  supposons  en  même  temps 
C  =  90°, 


nous  aurons  aussi 


tangCO  =  -tangOC', 


O  étant  un  point  du  lieu  et  C  la  rencontre  de  l'arc  CO 
avec  AB. 


(  .o3  ) 

De  la  résulte  d'abord  un  imiyeii  graphique  de  résoudre 
celle  ((Ut'slioii  :  KiaiU  donind  un  ccrlain  nombre  d'arcs 
oc ,  ot',  ot'',  irouvei'  pour  chaetin  d'eux  un  arc  x  tel ,  qu  on 
ait 

I 

tangdr  =  -taDg  a. 

On  peut  en  déduire  aussi  celte  conséi^uenee  ;  Etaut  donnés 
un  point  C  et  une  circonférence  de  grand  cercle  AB ,  si 
du  point  on  mène  un  arc  CC  coupant  la  circonférence 
donnée  eu  C\  si  Ton  prend  sur  cel  arc  un  point  O  lel  j 
qu^on  ait 

le  lieu,  du  point  O  sera  une  circonférence  de  grand  cercle 
perpendiculaire  à  l'arc  qui  projette  le  |>oint  C  sur  la  eir- 
eonféi'eiice  donnée.  Si,  au  lieu  de  mener  Tare  OC  sécaul 
a  une  circonférence^  on  le  mène  sécant  à  une  courl>e  quel* 
confjue,  le  lieu  du  point  O  obtenu  de  raônie  sera  unt- 
autre  courbe  de  niènie  degré  que  la  première  el  à  laquelle 
il  sera  facile  de  mener  une  tangente  eu  un  point  donné, 
ayant  une  fois  tracé  la  tangente  au  point  honiûlogue  de 
la  courbe  donnée.  Il  sudîra,  d'après  ce  qui  précède,  de 
projeter  le  point  C  sur  celle  tangente  par  un  aie  perpen- 
diculaire CP,  de  prendre  à  partir  de  P  sur  Parc  tangent 
ttne  distance  PM  de  90  degrés,  et  de  joindre  le  point  P 
au  point  C  de  la  seconde  courlje. 

Si  le  point  D  par  lequel  on  mène  les  ares  sécants  au 
iriangle  ACB  était  pris  à  go  degrés  du  udllcu  de  ]a  base 
CB  j  le  lieu  des  intersections  des  diagonales  du  quadrila- 
tère CBB'C  serait  Tare  ([ui  joint  le  sommet  A  au  milieu 
de  la  base. 

TuÉoaîiME,  Étant  donné  un  point  O  à  90  degrés  du 
sommet  (fun  angle  A,  si  de  ce  point  O  on  mène  deux 


(  »o4) 

arcs  sécants  Omii ,  Om'  n',  les  tangentes  des  quatre  seg' 
ments  à  partir  de  A  sur  les  côtés  sont  en  proportion. 

Ce  qui  peut  servir  à  résoudre  graphiquement  les  deux 
questions  :  i°  construire  une  tangente  quatrième  propor- 
tionnelle à  trois  autres  ^  2?  mener  par  un  point  O  un  arc 
qui  détermine  sur  les  côtés  deux  segments  dont  les  tan- 
gentes soient  dans  un  rapport  donné. 

Problème.  Connaissant  les  coordonnées  géographi- 
ques de  deux  points  y  troui^er  les  coordonnées  du  milieu 
de  Varc  qui  les  joint. 


Soient  x',  x"  les  deux  longitudes,  y'  et  y'^  les  lati- 
tudes, Ile  milieu  de  Tare  A',  A"  \  appliquant  le  principe 
des  sinus  proportionnels  aux  deux  triangles  PA'  I,  PA'^I 
dont  les  angles  en  P  ont  pour  mesure  X  — •  x'  et  x" —  X, 
nous  aurons 

cosr'  sinA'I 


et 


sini 


ces  j 


9in(X— ^') 
sin  k"  I 


sinI         sin(x" —  X)  ' 
divisant  membre  à  membre,  on  trouve 

^0% y"  %\x\{x"  —  X)  =  00s/'.  sin(X  —  ar'). 


(  'o5  ) 

d'où  Ton  tire 

^      sin  X  cos  r '  -+-  sin  x"  cos  y" 

tangX= ; =^ j, ^' 

cos  a:  cos  j'   -h  cosx   cos/ 

Si  nous  supposons  les  deux  points  à  égale  distance  de  To- 
rîgine ,  nous  aurons 

cosjr'  cos  j'  =  cosar"  cos  /", 

et  en  divisant  le  premier  terme  du  numérateur  par 
cosa:'  cosj^'  et  le  deuxième  par  cosa"  cosy",  nous  aurons 

ou  plus  simplement 

A  =    9 

2 

ces  trois  lettres  représentant  des  tangentes.  Nous  aurons 
de  même 

Y'  +  T' 

2 

ces  trois  lettres  représentant,  non  plus  les  tangentes  des 
latitudes ,  mais  des  ordonnées  prises  sur  l'axe  des  y.  On 
voit  par  là  que  le  point  que  nous  avions  appelé  centre  des. 
moyennes  distances  de  deux  points  n'est  autre  chose  que 
le  milieu  de  l'arc  qui  les  joint,  mais  seulement  quand  ces 
deux  points  sont  équidistants  de  T origine. 

Corollaire  I,  Si  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle 
ayant  son  pôle  à  l'origine  et  qu'on  trace  les  trois  mé- 
dianes ,  on  trouvera ,  pour  déterminer  leur  point  de  ren- 
contre ,  les  équations 

X^ 3 ,      ¥= , 

expressions  déjà  trouvées  et  qui  déterminent  le  centre 
sphérique  des  moyennes  distances  pour  les  trois  sommets. 


(  .o6  ) 
Ainsi  le  centre  sphérique  des  moyennes  distance» des  trois 
sommets  d'un  triangle  u'est  autre  chose  que  la  rencontre 
des  trois  médianes  ,  mais  seulement  quand  les  trois  som- 
mets sont  équidistants  de  Torigine. 

Corollaire  IL  Si  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un 
cercle,  les  arcs  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés 
et  celui  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  Concourent 
au  même  point,  et  si  l'on  prend  le  pôle  du  cercle  comme 
origine,  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  seront 
données  par  les  formules 

Problème.  Étant  données  les  coordonnées  géogra- 
phiques de  deux  points  (x'y',  x"y''),  si  Von  partage 
l'arc  qui  les  joint  en  deux  segments  dont  les  sinus  sont 
comme  m  est  à  n,  on  trouvera  pour  la  longitude  du 
point  de  dii^ision ,  en  opérant  comme  dans  le  problème 

précèdent 

H  ûnx'  ces  y'  '\'  m  sin.r"  ces  y" 

n  cos.r'  cos  y'  -h  m  cos j?"  cos  y" 

Si  les  deux  points  sont  équidistants  de  Toriginc,  il 
vient 


de  même 


ainsi  Tare   est  partagé   suivant  le  rapport  sphérique  de 
m  à  n. 

Si  Ton  circonscrit  un  cercle  à  un  triangle  et  qu'on 
prenne  le  pôle  de  ce  cercle  pour  origine,  ou  reconnaî- 
tra facilement,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  coor- 
donnée^ du  point  où  les  bissectrices  se  rencontrent  sont 


X 

= 

nx  -h  mx 

m  -H  n 

Y 

nT-^mY" 

(  '07  ) 


données  par  les  formules 

_-        j:' si»fl  4- Jf"  sio^ -4- x**  sine 


SlDtf  • 


sin  6 


SIDC 


V— .  X^  sin  a  ■+-  y"  sin  h  4-  y'"  sin  c 
sin  a  +  sin  6  -H  sine 

Corollaire.  Les  résultats  précédents  donnent  le  moyen 
de  construire  un  arc  X  sachant  qu'on  a 

m  tangx'  -+-  n  tangx" 

m  ^  n 

Nous  supposons  que  m  et  n  sont  des  sinus. 

Soient  pris,  sur  l'axe  OX,  0A'  =  x',  OA"  =  x^\  de  O 
comme  pôle  décrivons  un  cercle  m'  m/\  prenons  m'^K  égal 

FiG.    2. 


à  Tare  dont  le  sinus  est  m  et  KU  égal  à  Tare  dont  le 
sinus  est  n,  joignez  m'  et  H;  à  partir  de  L,  milieu  de 

M' H,  prenez  LG  =  -;  joignez  G  à  K  par  un  arc  qu'on 

prolongera  jusqu'en  I  ;  on  aura  évidemment 

sin  m"  I m 

sin  m'  I       « 

Si  donc  on  projette  I  sur  OX  par  l'arc  IP ,  on  aura 
tani'OP  = 2 2 


(  'o8  ) 
Si  Ton  avait  m  =  n^  Texpression  à  construire  serait 


tangX 


tangy  4-  tang.r" 


2 


il  suflSrait  de  projeter  le  point  milieu  de  m' m"  sur  OX. 
On  construirait  d'une  manière  analogue  un  arc  X  donné 
par  Téquation 

tangX  =  ^^Pg-^'  -<-  tangx^^  +  tangg^ 

La  suite  prochainement. 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  RÉSOLUE  PAGES  376,  430  ET  46i 

(Tome  XVI); 

Par  m.  VANNSON. 


On  donne  Téquation 

X  =  A.  sin  X  -h  B , 

trouver  le  nombre  des  racines  réelles. 

La  solution  donnée  page  3 76  ne  précise  pas  le  nombre 
des  racines.  Celle  donnée  page  43o  me  semble  présenter 
une  assertion  inexacte.  L'auteur  dit  (p.  43 1)  '•  «  Dans 
l'intervalle  de  jc'  à  x'  -|-  tt  la  dérivée  i  —  Acoso:  s'an- 

nule  au  plus  une  fois,  soit  x'  =.  — ;  depuis  —  jusqu'à 

—  la   dérivée,    A   étant  supposé   positif  s'annule  deux 

fois.  De  plus,  quand  on  arrive  à  des  valeurs  de  x  qui 
donnent  des  résultats  de  même  signe ,  il  est  bon  de  faire 
voir  que  ces  nombres  substitués  ne  comprennent  pas  de 
racines  de  la  proposée  quoiqu'ils  puissent  comprendre 
des  racines  de  la  dérivée  égalée  à  zéro. 


(   lOf)  ) 
Pour  tenir  compte  de  ces  remarques,  je  proposerai  la 
rédaction  suivante  qui  s'écarte  peu  de  la  marche  suivie 
par  M.  Jozon. 
Je  supposerai 

A>B,     A>o,     B>o. 

Si  nous  remplaçons  x  par 

-9         -H-TT...,        --H/iTT...,         -  +  Z7r, 
11  1  '         9. 

nous  trouvons  alternativement  plus  et  moins.  J'appelle  z 
le  dernier  multiplicateur  de  tt  pour  lequel  cette  alter- 
nance de  signes  ait  lieu;  quand  h  est  impair,  on  a  tou- 
jours moins;  donc  z  est  impair,  sans  quoi  -z  -+-  i  donne- 
rait le  signe  moins ,  et  comme  par  hypothèse  z  a  donné 

plus,  nous  n'aurions  pas  atteint  la  limite.  Ainsi  — \-  zu 
mis  à  la  place  de  j:  a  donné  moins  ;  le  nombre  précédent 
-  -h  (  z  —  i)  TT  a  donc  dû  donner  plus ,  ce  qui  donne  l'é- 
galité (  z  —  I  étant  pair) 

A  -f-B  —  ZTT  +->  o 


OU 


^A4-B   .    I 

TT  2 


Il  faut  donc  prendre  pour  z  le  nombre  impair  immédiate- 
ment au-d 
l'exemple 


ment  au-dessous  de 1 Supposons  comme  dans  ^ 


A==A'7r,      B  =  B'7r, 

A',  B' étant  entiers,  on  aura 

z  =  A'-*-B', 


("o) 
si  cette  somme  est  impaire ,  et,  dans  le  cas  contraire , 

Dans  l'exemple  donné ,  c^est  A'  4-  B'  —  i  qui  donne  le 
nombre  des  racines  positives.  Remplaçons  maintenant  x 
par  la  série  décroissante 

-K         ^  ir  '*'        f.  ^  t 

->         -—  TT,  -—  27r,...,         -—  y^TT,...,         -  —  ZTT,..., 

2  2  2  2  2 

on  aura  alternativement  plus  et  moins  ;  c'est  toujours  plus 
quand  h  est  pair,  donc  z'  est  un  nombre  pair,  sans  quoi 
le  résultat  de  la  dernière  substitution  serait  négatif^  «t 

(  z'  -f-  i)  îT  donnant  le  signe  -4- ,  la  Série  ne  serait  pas 

complète.  L'avant-dernier  terme,  savoir (z' —  i)  tt  a 

donc  donné  le  signe  moins ,  ce  qui  conduit  à  Tinégalité 

B  —  A-hz'TT ^^o» 

2 

d'où 

A  —  B       3 


3'<: 


2 


11  faudra  prendre  pour  z'  le  plus  grand  nombre  pair  sa- 
tisfaisant à  cette  inégalité.  Conservant  les  suppositions 
déjà  admises,  on  aura 

2'<A'  — B'  +  n--; 

2 

si  A'  -H  B'  est  impair,  A'  —  B'  le  sera  aussi  et  on  aura 

a'  =  A'  —  B'  -f-  I . 

Le  nombre  total  dos  racines  trouvées  est  alors  a  A'  -I-  i. 
Dans  le  cas  où  A'  —  B'  est  pair,  on  a 

z'  =  A'  —  B', 

et  le  nombre  des  racines  obtenues  est 

2  A'  —  1=1999 


(  "«  ) 

si  A'=:  looo  et  B'=  5o.  Il  reste  à  démontrer  qu'entre 
deux  termes  consécutifs  de  la  série 

hi:  -h-     et     (A-f-  i)7r-4--5 

il  ne  tombe  qu  une  racine;  en  effet  si  h  est  pair,  le  co- 
sinus d'un  arc  compris  entre  ces  deux  termes  est  néga- 
tif, donc  il  n'y  a  dans  cet  intervalle  aucune  racine  de  la 
dérivée  égalée  à  zéro  •,  mais  si  h  est  impair,  il  tombe  entre 

In:  -\ —  et  (h  -hi)  ttH —  deux  racines  de  Féquation 

«p'x  =  0. 

Pour  qu'il  en  résultat  l'existence  de  trois  racines  entre 
les  nombres  substitués,  il  faudrait  que  la  première  racine 
de  ç'x=  o  donnât  à  <fx  un  signe  contraire  à  celui  que 

donne  Att  H- -ï   c'est-à-dire    le   signe  plus,    et    que  la 

deuxième  racine  donnât  moins. 

Soit  xJ  la  plus  petite  racine  positive  de  Téquation 

A  cosa:  —  i  =  o 
obtenue  en  és'alant  la  dérivée  à  zéro.  Les  deux  racines  de 


cette  même  équation  entre  A7r-H-et(/i-hi)îr-+-- sont 
(A-f-l)7r— x'      et     (/i  4- l)7r  H-a:'; 

pour  que  la  première  mise  au  lieu  de  X  dans  l'équation 
proposée  donne  plus,  il  faut  avoir 

—  Asinor'H-B  —  (A-h  iJtt  -J-x'^o, 

et  pour  que  la  deuxième  donne  moins,  il  faut  avoir 

Asinjp'  -h  B  —  (A  4-i)t  — .r'<;o; 


d'où  Ton  peut  tirer 


Mais 


(   «^'-^  ) 

x' 


A< 


sinjc 


on  aurait  donc 

tang.r'<x', 

ce  qui  est  impossible. 

Si  Ton  objectait  que  le  problème  revient  à  couper  une 
sinusoïde  par  une  droite  et  qu'il  peut  évidemment  y  avoir 

trois  intersections  entre  les  abscisses  3  -et  5  ->  il  suffirait 

2  2 

de  remarquer  qu'il  faut  avoir  pour  cela  l'ordonnée  de  la 
droite  à  Torigine  plus  grande  que  i  en  valeur  absolue, 
d'où  il  résulte  A  <^  B,  et  c'est  le  cas  contraire  que  nous 
avons  supposé.  On  verra  de  la  même  manière  que  si  deux 

termes  Att  H —  et  (  A  -4-  i)  tt  4-  -  donnent  dans  l'équation 

des  résultats  de  signe  moins,  ils  ne  comprennent  entre 
eux  aucune  racine  de  l'équation. 

Car  s'ils  comprenaient  deux  racines,  il  devrait  y  avoir 
entre  eux  une  racine  de  (f'x=iO  donnant  k  (fx  une  va- 
leur positive;  nous  supposerons  h  impair,  afin  qu'il  y  ait 

des  racines  de  <p'  a:  =  o  entre  ht:  -\ —  et  '( A  4-  i  )  tt  H 

2  2 

La  racine  de  y'  a:  =  o  qui  peut  donner  un  résultat  positif 
est  (/z  +  i)7r  4-a:'  et  il  faudrait  avoir  pour  cela  l'iné- 
galité 

Asiny  +  B  —  (A-l-  ï)7r  —  x'>o, 
d'où 

/i  -f-  I  <  A'  sin  x'  -h  B'  —  -  <  A'  -f-  B'  —  - , 

0  étant  plus  petit  que  i .  D'où 

/i<A'-hB'  — r. 


(  i>3  ) 
En  sorte  quv  les  tioinbres  subslitués  k  x  îippyrlîtiiidraieiil 
h  la  série  de  siibstiLiitioiis  pour  lesquelles  on  a  iroiivé  des 
résultats  de  lignes  alternativement  positifs  et  négatifs^ 
ee  qui  Cî^t  contre  l^iypoihèse. 


SALUTION  DES  QUESTIONS  401  ,   i02  ET  AU 

(foir  I.  XVJ,  p.  *0t}; 

Pau   m.    a.    CHANSOW    et    P,    CHALLÏOÏ    (*), 

l^Jèves  au  lycée  de  Versailles  (classe  de  M,  Vanrii^Oin). 


Question   401 . 

On  projette  un  point  d'utie  ellipse  sur  les  deux  axes, dé- 
montrer que  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
piojections  est  la  développée  d\ine  ellipse. 

Même  question  pour  Tliyperbole. 

Soient  Xî,  jx  'es  coordonnées  d'un  point  de  rellipse, 
on  aui  a 

Téquation  de  la  droite  joignant  les  pieds  des  perpendicu- 
laires sera 

Appliquant  le  théorème  qui  sert  à  trouver  les  courbes  en- 
veloppes ,  nous  aurons 


(*)  MM.  Laquières,  Cnriîiioii  ,  Lamacq,  Mendea  ,  élèves  du  lycée  Saint 
Louis,  ont  adresse  des  SLilutions  analoç;ue6. 

Ann.  de  kloiht^maiifjtifSj  t.  XVI t    (  Mnrs  TS/ig.)  8 


i 


(  "4) 

OU 

--L  =:   •^'     =:  ;t» . 

on  tire  de  là 

x,.=  k[a^xf,     y,=^k(b^xf,      ^ 
Portant  dans  les  équations  (i)  et  (s)',  la  première  donne 


ou 

(3)  * 

La  seconde  donne 


■[H]=- 


>t  =  -7  +  S- 


Remplaçant  A  par  cette  valeur  dans  Téquation  (3),    il 
viendra 


Wfi^'' 


d'où 

{bxf-\^(ayY=^(abf\ 

équation  de  la  développée  d'une  ellipse  dont  nous  allons 
chercher  les  axes. 

La  développée  d^une  ellipse  dont  les  axes  sont  A ,  6  a 
pour  équation 

(Axf^.(Brf  =  (C^r. 

Pour  que  ces  deux  équations  soient  identiques ,  il  faut  que 


(  "5) 
les  coefficienis  soient  respectivement  proportionnels 

A  _  A^—B'  _  B 

b  ab  a 

d'où  l'on  déduit      * 

ab^  ^  a'b 

A=:r- et       B  = 


^»— fl«  "  — ^»  — fl« 

Quant  à  l'hyperbole,  comme  l'équation  de  l'hyperbole 

a»  j»-.  b^x^ss—a'b' 

ne  diffère  de  celle  de  l'ellipse  qu'en  ce  que  i'  est  rem- 
placé par  — •&',  il  suffit, dans  le  résultat  final,  de  remplacer 
fc'  par  —  A*  et  l'on  a 

(axf^{bxf  =  ^(ab)\        , 

Question  402. 

On  projette  orthogonalemeut  un  point  d'un  ellipsoïde 
sur  ses  trois  plans  principaux,  irouter  l'enveloppe  du 
plan  qui  passe  par  les  trois  points. 

Même  question  pour  les  deux  hyperboloïdes. 

Soient  x\j\  z'  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellip- 
soïde, on  aura 

'  a^        b^        r* 

L'équation  du  plan  passant  par  les  pieds  des  trois  perpeu- 
diculaires  sera 

(.)  ^+^+1  =  ,. 

Appliquant  le  théorème  qui  sert  à  trouver  les  surfaces  en- 
veloppes ,  nous  obtiendrons 


(,i6) 
d'où 

Portant  dans  les  équations  (i)  et  (a) ,  la  première  donne 


ou  bien 

(3) 


et  la  seconde  donne 


[.      «'     "^      6»      "^     c»     J~ 


Remplaçant  A  par  sa  valeur  dans  l'équation  (  3  ) ,  on  obtient 


«'         b'       c'J 


( 


4 

OU 


12  3  2 


enfin 

[bcxY  -h  (^c^-f  4-  [ahzf  =  (2ûôc)^, 

équation  qui  a  beaucoup  d^ analogie  avec  celle  de  la  déve- 
loppée de  l'ellipse. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  ayant  pour  équation 


a 


il  suffit  de  remplacer  dans  Téquation  ci-dessus  c*  par  —  c*, 
ce  qui  donne 

1  1  i.  ^ 

—  [bcxY  —  [ocyY  -h  [abz)^  =  —  [^tabc)^ 


(  "7) 

OU 


{bcxy^(acfy- 

-(flôz)»  =  (2«^c)^ 

Quant  à  Thyperboloïde 

à  deux  nappes,  son  équation 

esl 

z» 

ou 

z"       x" 
c**""^' 

-t-, 
6'-'' 

Il  suffit,  dans  le  résultat  finale  de  remplacer  a*  et  &*  par 
—  rt*  et  —  A*,  ce  qui  donne 

^[bcxf-^  [acxY  -f-  {bazY  =  {^abcf 
ou 

{bcxf  H-  [acxf  —  iabzY  =  -«.  {7.abcy. 

Question  403. 

Écrire  l'équation  d'un  faisceau  de  surfaces  qui  passent 
par  le  point  (a:',  j^^,  z')  et  par  l'intersection  des  deux 
surfaces 

/(^,  r  »  «)  =  o.»    <p  (^,  r  »  2)  =  o. 

L'équation  générale  des  surfaces  passant  par  l'intersec- . 
lion  des  deux  surfaces  proposées  sera 

X  étant  une  indéterminée  arbitraire.  Exprimons  que  le 
point  {x'y'  z')  est  sur  la  surface 

A/(^^r^*')-+-?(^^/,  2')  =  o,  ■ 

d'où 


(1x8) 
par  suite  l'équation  demandée  est 

/(-g.  r.»)_  y(*.  J^»») 


SOLUTION  DE  LA  OliBSTION  422 

(TOir  p.  8f); 

Par  m.  p.  DFXESTRÉE, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  firiot), 

MM.  LAQUIÈRES,  FÉNÉON, 

Élèves  du  lycée  Saint-Louis, 

M.  BERGIS, 

Élève  de  rinstitution  Mayer. 

Et  M.  S.  DE  SILGUY, 

Élève  des  Germes  (classe  de  M.  Gerono.) 


Discuter  et  construire  le  Heu  représenté  par  Féquation 

yx*  H-  ^J?  -f-  c  =  o. 
Nous  aurons  quatre  cas  à  considérer  suivant  que 

^>«>»  ^>o, 

^<o,  c<o, 

6>o,  c<o, 

é^<o,  c>o; 

mais  il  suffira  de  faire  la  discussion  en  détail  pour  le  pre- 
mier c^s^  parce  que  les  autres  ne  diffèrent  du  premier 
qu'en  ce  que  la  position  relative  des  branches  de  courbe 
par  rapport  aux  axes  se  trouve  changée. 
Résolvant  par  rapport  à  y, 

bx  -^  c 

y 3 — 


{  "9) 
Pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  ^  y  reste  constam- 
ment négative  ;  de  plus  pour  a:  =  o , 

puis  y  décroît  ensuite  à  mesure  que  x  augmente,  et  quand 
on  a  0?  =  00  , 

X=o. 

On  obtient  ainsi  la  branche  CAB.  Si  nous  donnons  main- 
tenant à  X  des  valeurs  n^atives  à  partir  de  o,  jr  est 


d*abord  infiniment  grand  négatif,  puis  il  décroit  en  va- 
leur  absolue  jusqu'à  devenir  nulle  quand  x= — t;  au- 
delà  ,  elle  prend  des  valeurs  positives ,  croit  d'abord,  puis 
décroît  ensuite  jusqu'à  o  quand  x  est  infinie  après  avoi  r 
passé  par  une  valeur  maximum.  Nous  obtiendrons  ce 
Maximum  en  cherchant  les  points  où  la  tangente  est  hori- 
zontale. Prenant  la  dérivée, 


y  = 


bx  • 


x' 


Un  seul  point  a  donc  sa  tangente  horizontale,  et  ce  point 


(    120   ) 

a  pour  coordonnées 

6' 

11  esl  à  remarquer  que  Tabscisse  OE  est  précisément  le 
double  de  OD.  Pour  obtenir  les  points  d'inflexion  de  la 
courbe )  j'égale  à  zéro ia  dérivée  seconde 9 


De  là  on  déduit  pour  le  point  d'inflexion  les  coor- 
données 

3c 

Pour  déterminer  plus  complètement  la  courbe  ,  propo- 
sons-nous de  chercher  les  tangentes  aux  points  remar- 
quables. 

EuD 

c 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est -\  au  point 

d'inflexion ,  ce  coefficient  a  pour  valeur  --^ — -• 
On  peut  encore  remarquer  que  les  valeurs 

c  c 

X  =z ;       et      JC  =  , 

?./>  b 

subslilucevS  dans  l'équaiioa  donnent   pour  y  la   mémo 


(  «^'  ) 

quantité,  ce  qui  prouve  que  la  branche  DG  se  rapproche 
plus  vite  de  l'axe  des  y  que  la  branche  ABC. 

En  résolvant  par  rapport  à  y^  on  voit  que  Thyper- 

bole  ocy  r= est  diamétrale  par  rapport  à  la  courbe 

donnée. 

La  discussion  pour  les  trois  autres  cas  serait  identique. 

(*)  L'hyperbole  diamétrale  et  la  courbe  proposée  ont 

toutes  deux  pour  asymptotes  les  axes  coordonnés.  Cette 

.  .              ,  .,                                   h 
proposition  est  évidente  pour  xy  ^=- ;  nous  pouvons 

la  démontrer  pour  la  courbe  en  appliquant  la  méthode 
générale  des  asymptotes  \  j'obtiens  ainsi  pour  le  coeffi- 
cient angulaire 

y 

lim  -  =  c  =  o 

X 

et  pour  l'ordonnée  à  l'origine 

rf  ==  o; 

donc  les  asymptotes  pour  la  courbe  proposée  sont  bien 
encore  les  axes. 

Note  du  Rédacteur.  i°.  Les  Européens  habitent  l'hé- 
misphère boréal  et  écrivent  de  gauche  à  droite.  De  là  l'u- 
sage de  prendre  les  -|-  x  ,  direction  de  l'axeOX  de  gauche 
à  droite ,  et  les  —  a: ,  direction  de  OX'  de  droite  à  gauche  ; 
les  -Hj^5  direction  de  OY  vers  le  nord ,  et  les  — :  y,  direc- 
tion de  Oy  vers  le  sud^  les  -t-  z  vers  le  zénith ,  direction 
de  l'axe  OZ ,  et  les  —  « ,  direction  de  OZ'  vers  le  nadir* 
Toutefois  en  mécanique  on  prend  OZ  vers  le  nadir,  parce 
que  c^est  la  direction  de  la  pesanteur.  De  même  pour 
étudier  les  mouvements  des  lignes  trigonométriques,  nous 

(■)  Ce  qui  suit  est  de  l'élève  Oclestrée. 


(  ï"  ) 

faisons  volontiers  parcourir  la  circonférence  par  an  point 
de  gauche  k  droite  :  la  direction  opposée  choque  nos  ha- 
bitudes européennes.  Les  Orientaux ,  écrivant  de  droite  à 
gauche ,  ont  d'autres  habitudes.  Léonard  de  Vinci  écri- 
vait IHtalien  de  droite  à  gauche  :  caprice  d'artiste. 

On  connaît  Timportante  différence  entre  les  directions 
dextrorsum  et  sinistrorsum  dans  TéleGtricité  dynamique 
et  dans  les  phénomènes  de  polarisation. 

a^  Soit 

yx^  -h  ^«  H-  c  5=  o 

Téquation  d'une  surface  du  troisième  degré;  donnons  à  jr 
la  valeur  constante  a.  On  obtient 

C ÛX* 


et  prenons  celte  suite  de  valeurs  de  z , 


*  =  o,      z,  =-, 

c  —  az\       cb\  —  flc* 

*=*.,  Z,=  — — —  =  j; , 

c  —  az\       cb^  —  abé*  -H  «■  c* 

X  =  Z,,         23  = = 


b' 


*=««>       »in-t  =  7 • 

Il  est  évident  que  z^x  est  une  fonction  de  a ,  & ,  c  dont 
la  formation  est  une  question  très-difficile  de  calcul  in- 
verse des  différences ,  non  encore  résolue.  M.  Gerono  a  le 
premier  découvert  cette  belle  et  utile  propriété  de  ces 
fonctions  (t.  XVI,  p.  436).  Lorsque  a ,  i  ,  i*  -f-  é(ac  sont 
positifs  et  que  Ton  a 

ac  t- 


(  .u3  ) 
alors  x'  étant  la  plus  petite  racine  de  l'équation 

ax^  -\~  bx  —  (T  =  o , 

la  série  z\  ^  z^^  z^^  etc. ,  décroît  vers  x*  et  la  série  Xt ,  X4 , 
Xe ,  etc. ,  croît  vers  a:'  et  if  =  .r'. 
Le  plan  qui  a  pour  équation 

coupe  la  surface  suivant  une  ligne  dont  la  projection  sur 
le  plan  xz  est  la  parabole 

ax^  -^  bz  —  c  =  G, 

L'intersection  de  cette  parabole  par  la  bissectrice  x  =  z 
donne  les  deux  racines  de  T équation 

ax^  -^  bx  —  c  =  0. 

Soit  x^  la  plus  petite  racine,  les  valeurs  des  z„  seront  al- 
ternativement au-dessus  et  au-dessous  du  plan  z  =  x'. 

Pour  la  vraie  signification  des  racines  iufinies ,  il  faut 
lire  la  Note  de  M.Gerono  (t.  III,  p.  Sa;  i844)  ;  c'est  ce 
qu'on  a  dit  de  plus  satisfaisant,  de  plus  rationnel  et  de 
plus  complet  sur  cette  matière. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  415 

(TOir,  p.  81); 

Par  M.  Ernbst  MALIN V AU D, 

Élève  de  l'institution  Bourdeau ,  à  Limoges. 


On  suppose  que  dans  les  deux  triangles  ABC ,  abc ,  les 
angles  A  et  a  sont  égaux  *,  de  plus  les  côtés  BC ,  bc  oppo- 
sés à  ces  angles  sont  entre  eux  dans  le  rapport  des  péri- 


(  •»4) 

mètres  des  triangles.  Démontrer  que  ces  triangles  sont 
semblables. 

Appelons  a,  b,  c  ei  a\  b\  c'  les  côtés  des  deux 
triangles,  ^p  et  2/7'  les  périmètres.  Les  conditions  de  la 
question  nous  fournissent  les  relations  suivantes  : 

{x\  fL  — ^— ZzifL  — A±£. 

^  '  a'  ""/?'""/?'  —  «'  "~  A'  4-  c'" 

La  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  rectilignç 
donne 

i-hcosA  =  i 7 =  i 7f-7 9    car    A  =  A'i 

d'où  Ton  tire 

bc  p  {p  —  a). fl' 

Ainsi 

(A  +  c)  Ac  fl'  4^^ 

(FTï^  ~  F?  ~"  Z»  ""  pv' 
Il  eu  résulte 

.  (^  —  €?)*  a^  h  —  c  a 

En  comparant  les  relations  (i)  et  (2) ,  on  obtient 
a  h  -\~  c  h  —  c 

d'où 

a h  c 

c.    Q.    F.    D. 

MM.  Emile  Daruty  (de  Tile  Maurice),  Laquières  et 
Fénéon  (élèves  du  lycée  Saint-Louis)  ont  donné  des  solu- 
tions trîgonométriques  semblables  \  mais  MM.  Laquières 
et  Fénéon  ont  aussi  donné  une  démonstration  géomé-^ 
trique  fondée  sur  la  considération  des  cercles  ex-inscrits. 


(  1^5  ) 


QUESTION  D EXAMEN  (ÉCOLE  POLYTEGHNIQIIE). 


On  donne  les  deux  axes  A  A',  BB'  d^une  ellipse;  con- 
struire deux  diamètres  conjugués  qui  forment  un  angle 
donné  a. 

Sur  le  grand  axe  A'  A  je  décris  un  segment  A'  EA  ca- 
pable de  Fangle  a  supposé  obtus  et  moindre  que  Tangle 


Ak 


A'BA.  De  Tune  des  extrémités  B  du  petit  axe  BB',  je 
mène  la  droite  BD  qui  fasse  avec  A' A  un  angle  BDA  égal 
à  a  ,  et  du  point  D  la  droite  DH  faisant  avec  DA  un  angle 
HDA  égal  k  h!  BA.  Puis  je  conduis  par  le  point  H  une  pa- 
rallèle M' HM  au  grand  axe  A' A  ;  les  extrémités  M'  et  M 
de  la  corde  M' M  seront  des  points  d'intersection  de  l'arc 
A'EA  et  de  l'ellipse  qui  serait  construite  sur  les  axes 
donnés  A'A,B'B. 

En  menant  par  le  centre  C  de  l'ellipse  des  diamètres 
parallèles  aux  cordes  supplémentaires  A^M ,  AM ,  ils  sa- 
tisferont aux  conditions  du  problème  proposé.  Il  est  clair 
que  le  point  M'  donne  lieu  à  une  seconde  solution. 

G. 


(  '^6  ) 
SOLUTION  W  LA  QUESTION  421  (URUHTR) 

(TOir  p.  SI); 

Par   m.    L.    RASSIGOD, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis. 


Pour  que  réquatioii 
(i)  ax-hbx=:nj 

où  a ,  6,  ?i  sont  des  nombres  entiers  positifs,  admette  des 
solutions  entières  et  positives,  il  faut  : 

I**.  Que  a  elb  soient  premiers  entre  eux  (*)  ; 

2°.  Que  n  soit  plus  grand  que  a  et  b.  Car  pour  que  les 
valeurs  de  x  et  de  j- 

n  —  br  n  —  ax 

tirées  de  Téquation  (i)  soient  positives,  il  faut  que^  soit 
-<]  T  et  x  <^  -  ;  mais  x  et  y  devant  être  entiers  ne  sau- 
raient être  plus  petits  qu'une  fraction;  donc  il  faut  que  n 
soit  >•«  et  >•  &. 

Si  ces  conditions  sont  réalisées,  Téquation  donnée  ad- 
mettra toujours  un  système  de  valeurs  (.r  =  A,  ^  =  B) 
entières  et  positives  qui  la  vérifieront.  Toutes  les  solu- 
tions seront  d'ailleurs  comprises  dans  ces  formules 

Pour  que  ces  valeurs  soient  positives  ,  il  faut  que  Ton  ait 
-B  A 

(*)  Bertrand,  Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 
{**)  Bfrtrant),  Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 


(  '27  ) 
c'(!sl-à  dire,  en  vertu  de  l'identité  «A  -I-  ftB  =  n  , 


Si  donc  on  désigne  par  p  le  nombre  des  entiers  conte- 
n 

7b' 


nus  dans  -y?  les  p  -|-  i  valeurs 


G,     I,     2,.  ..,   /? 

que  Ton  donnera  à  q  satisferont  à  Tinégalité  (2) ,  et ,  par 
conséquent,  donneront  pour  T équation  (i)  p -f- 1  solu- 
tions [dont  fera  partie  la  solution  (A  ,  B)  donnée  pour 
f  =  o]  évidemment  distinctes  et  de  plus  entières  et  posi- 
tives. Toute  autre  valeur  attribuée  à  ^  ne  satifaisant  pas 
à  rinégalité(2)  ne  pourra  donner  pour  Téquation  pro- 
posée un  système  de  solutions  entières  et  positives. 
Le  nombre  de  ces  solutions  est  donc  en  général  marqué 

par  le  plus  grand  nombre  d'entiers  contenu  dans  —7  plus 

un.  Je  dis  en  général ,  car  si  n  était  <[]  a  et  <^  i ,  il  n'y 
aurait  pas  de  solution  entière  et  positive ,  c'est-à-dire  que 
le  nombre  de  ces  solutions  serait  précisément  égal  à  p 
qui  serait  alors  nul. 

Note  du  Rédacteur,  Ce  résultat  est  aussi  consigné 
dans  V  Algèbre  de  MM.  Mayer  et  Choquât  \  dans  le  Quar- 
terty  Journal  (maiTS^  i855,  p.  370),  M.  Hermite  donne 
cette  nouvelle  démonstration  : 


Désignons  par  E  (  ~  )  le  plus  grand  nombre  entier 


con- 


tenu dans  — 
P 
On  doit  évidemment  avoir 


■=■=(:)-'■.  -=Kf)-^. 


( 
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où  x' 
leurs , 

etj 
on 

'  sont  des 
obtient 

entiers 

i  positifs;  substituant 

ces 

va- 

ax'  +  hy'  = 

/î  —  a  —  p  r=  /ï% 

où 

oi  =  n  ' 

--(=)• 

On  a 

P  =  n. 

-©• 

et 

a  <^fl 

et     p<6 

a-f-p^'*!      ^'<COy      n<^n^      n' ^  a  y      n' ^  b. 

Ces  inégalités  doivent  subsister  pour  qu'une  solution 
soit  possible.  Faisant  donc 

on  obtient 

ax"  4-  by  =  «'  —  a'  —  p'  =  /î", 
OÙ 

p'='''-*E(r)' 

et  les  inégalités  analogues  à  celles  de  ci'^dessus. 

Répétant  les  mêmes  opérations,  on  a,  pour  Téquation 
de  quantième  i , 

-'  =  (§)--*"'•    ^-(p)-^-"' 

et  de  là 


(  ^^9  ) 
Les  /z  diminuant ,  le  nombre  des  transformations  est  H-^ 
mité  et  elles  s'arrêtent  lorsqu'on  a 

/î'  =  /2*+»     ou     a'-f-P'  =  o; 
l'e  t|ui  donne 

a*  r=:  O  ,       P'  =  O  , 


.=.b(£)=.e(=:). 


Mais  a  eib  étant  premiers  entre  eux,  on  a  donc 

n*  =  (ùab , 

xù  est  un  nombre  entier;  ainsi  on  obtient-une  transformée 

ax^  -h  bjr^  =  w  <y6 , 
d'où 

le  nombre  des  solutions  de  cette  dernière  équation  est 

w  -f- 1. 
Faisons 

n  =z  Tzab  -h  V     ou     p<^aô; 

faisant  les  transformations  sous  cette  forme,  on  voit  que 
le  nombre  des  solutions  de  Téquation 

ax  -^  by  :=z  TT  ab  -h  tf 

est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  solutions  des  équa-- 
tions 

ax  -^  by  =  irab     et     nx  -h  by  =.  v. 

Si  r«^t te  dernière  équation  est  impossible,  alors  le  nombre 
des  solutions  est  ?t;  si  elle  est  possible,  le  nombre  des 
solutions  est  TT  -h  I . 

En  faisant  les  substitutions  successives,  on  parvient 

Ann.  de Mathf^niat, A.XWW.  (Avril  18^8.)  ç) 


(  i3o  ) 
aux  séries 

M.  Sylvester  a  trouvé  le  nombre  des  solulious  positives 
entières  de  l'équation  générale  ax -+- by  -i- cz . .  *  =n\ 
ce  travail,  à  ce  que  je  sache,  n'est  pas  encore  publié. 


DISCUSSION  DES  LIGNES  ET  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE 

(TOir  t.  XV,  p.  iJÎ  et  886  ;  l.  XVI,  p.  «07  ei  «4)  ; 

Par  m,  PAINVIN, 

Professeur,  Docteur  es  Sciences  mathématiques. 

I. 

LIGNES    DU    SECOND    ORDRE. 

La  discussion  des  courbes  du  second  ordre ,  c'est-à-dire 
la  connaissance  du  genre  et  de  l'espèce  de  la  courbe  re- 
présentée par  une  équation  du  second  degré,  se  déduit 
très-facilement  de  la  considération  des  signes  de  Vinua- 
riant  et  du  déterminant. 

Soit ,  en  adoptant  la  notation  ordinaire , 

(i)  Ax^4-2Bjry4-C/»-H2D4;+  2E/4-F  =  o 

Téquation   générale  des  courbes  du  second  degré;    on 
pourra  toujours  supposer  A  ^  o. 


(  >;i»  ) 

Je  remis  liomogène  Téquation  (i) ,  ce  qui  donne 

f  =  A.r»4-Cj'4-F2'  -j-  9.B.ry-{-  aOxzH-  2.Erz  =  o, 

et  j'égale  à  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de  Fé- 
quation  par  rapport  aux  trois  variables  a:,  j^,  ^;  on  ob- 
tient ainsi 

Ax  -f-  Bj-f-  D2  =r  o, 

Bx-hC.r  H-  Ez  =  o, 

D.r-i-Er-f-  Fs=  o. 

Le  déterminant  des  coefficients  du  système  de  ces  trois 
équations  est  ce  qu'on  appelle  le  discriminant  de  la  fonc- 
tion (f\  le  rôle  que  joue  cette  quantité  dans  la  question 
actuelle  justifie  pleinement  cette  dénomination. 

On  aur^  donc,  en  désignant  par  A  le  discriminant, 

!  A     B  j  D  i 
A==|  B     CI  E   " 
I  O     E     F 

Je  considère  en  outre  le  déterminant  du  second  ordre 


(Invariant.) 


A     B 
B     C 


n 


qui  peut  s'écrire  immédiatement  d'après  Fiuspection  du 
discriminant,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  dénomina- 
teur commun  des  coordonnées  du  centre  :  on  lui  donne  le 
nom  d'ini^ariant. 

Or,  par  une  analyse  très-simple  que  je  supprime  ici , 
on  arrive  aux  conséquences  suivantes  : 


(*)  J-=  Ap;  l'accenl  dmiçne  une  dérivée  par  rapport  à  la  lettre  F. 

Tm 
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P'  CAS.  —  Inpariant  positif  ;  genre  ellipse. 

i  négatif . .  . .     Ellipse  réelle . 
nul Point, 
positif  .  .  .     Ellipse  imaginaire. 

IP  CAS.  —  Invariant  négatif^  genre  hyperbole, 

^.      .    .         (  différent  de  zéro.     Hyperbole. 
Discriminante      ,  ^         ,    . 

f  nul Deux  droites  qui  se  coupent. 

IIP  CAS.  —  Invariant  nul}  genre  parabole. 

[  différ.  de  zéro.     Parabole. 
Discriminant  (  l  réelles,         sirf<[o, 

(nul Deux  dr.  parall.  <  se  confond^^  si  d=.  o, 

[  imaginaires,  ûtT^o. 

d  représente  un  troisième  déterminant  auxiliaire 

!  A     D 
;  D     F 

qui  se  déduit  immédiatement  du  discriminant  en  prenant 
les  quatre  lettres  aux  sommets  du  carré. 


n. 

SURFACES    DU    SECOND    ORDRE. 

Je  fais  reposer  sur  des  considérations  analogues  la  dis- 
cussion des  surfaces  du  second  degré. 
Soii 

A  ar» -h  A' j' 4- A"  3'  -h  i^fz  -\-  7.W  zx  +  il^"  xy 

•4-  aCx-h  aC'r  -t-  aCz  +  D  =  o 


(,33) 
l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre,  qui^ 
rendue  homogène,  devient 

-h  2B''jyr-+-2Cx/-i-2C'^r-f-  2C"zf  =  o. 
En  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  premier 
membre  de  cette  dernière  équation  par  rapport  aux  va- 
riables x^  y^  z^t^oxL  obtiendra  les  quatre  équations 

A:r  +BV-+-B'z-+- C/  =0, 
B"x4- A'7-4-Bz  -f-C'f  =  o, 
B'.r-hB7  -+-A"z-f-C"/=:o, 
Cr   -f.C'r-hC"z-|-D/  =o. 

A  est  toujours  supposé  positif. 

Le  déterminant  de  ce  système  est  le  discriminant  de 
la  fonction  9. 

On  aura  donc  ,  en  désignant  par  A  ce  discriminant, 

A      B''  I  B'  i  C 

B"     A'  j  B   I  C 

ï''''ir"'  A"  I  c" 

C       ê     C'     D 


A  =: 


Je  considérerai  en  outre  les  deux  déterminants  du  troi- 
sième ordre  : 


(i«' invar.)      ^  = 


A     B'    B' 

B"    A'    B 

^z=z 

B'     fi     k" 

A  B"  C 
B"  A'  C 
CCD 


n 


et  les  deux  détorminants  du  second  ordre  : 


(  2*  invar.  )       </  = 


A     B" 

B"   A' 


^'=r 


A     C 
C     D 


(*) 


•  =  A|, 


9'=  A';^.,,        <f  ==^^,.  =   A; 


»A 


f/'=i  A. 


Tu. 


{  '34  ) 
Ces  quatre  déterminanls  peuvent  s'écrire  à  la  seule  in- 
spection du  discriminant,  comme  il  est  indiqué  par  les 
lignes  ponctuées.  Je  donnerai  aux  déterminants  â  et  d  les 
noms  de  premier  et  second  invarian  t  ^  le  premier  invariant 
est  le  dénominateur  commun  des  coordonnées  du  centre. 

Ceci  posé,  la  discussion  générale  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  pourra  se  résumer  de  la  manière  suivante. 

J'ai  supprimé  toute  démonstration,  pensant  que  les 
méthodes  de  discussion  connues  étaient  bien  suffisantes 
pour  établir  facilement  les  propositions  énoncées  dans 
cette  note;  j'ajouterai  cependant  que  la  décomposition  en 
carrés  est  la  méthode  qui  m'a  semblé  conduire  le  plus  ra- 
pidement à  ces  résultats ,  si  on  la  dirige  convenablement 
en  faisant  intervenir  quelques  propriétés  simples  des  dé- 
terminants. 


1».  -  PRBMZBa  nrVAllIAHT  o'  niFFéRJBMT  BB  SÉDEIO. 
1^*^  FABIXUiE.  —  Surfaces  à  oentre  unique. 

1*^  CAS.  —  Les  Jeux  invariants  S  et  d  tous  deuar  positifs  ; 
genre  ellipsoïde, 

i  négatif. . .     Ellipsoïde  réel. 

Discriminant  /  nul Point. 

(  positif.  .  .      Ellipsoïde  imaginaire. 

II*  CAS.  —  Le  premier  invariant  S  étant  différent  de  zéro  et  n'é- 
tant pas  positif  en  même  temps  que  le  second  invariant  à  ; 
genre  hyperholoïde, 

!  positif .  . .      Uyperboloïde  a  une  nappe, 
négatif. . .      Hyperboloide  à  deux  nappes. 
,  nul Cône. 

r/ jKMil  ('Ire  qiK^lcoiiqiic  «  posilif,  négatif  ou  nul. 


{  «35  ) 

ft«.  —  9&BMIBlt  nrVA&ZAlfT  ^  BrUXi. 

1^  TAUHJLB.  —  Surfaces  dénuées  de  centres  ou  possédant 
une  infinité  de  centres. 

I*'  CAS.  —  *Le  premier  invariant  S  nul  et  le  discriminant  A 
différent  de  zéro;  ^enre paraboloïde. 

Second  invariant  d  di/férent  de  zéro  : 

-^.      ,    .  i  négatif. . .     Paraboloïde  elliptique. 

DiscnnuoaDt  {      °.  ..  «,,,,/,. 

(  positif.  . .     Paraboloïde  hyperbolique. 

Second  invahiant  d  nul  : 

Discriminant  positif  ou  négatif .  .      Cylindre  parabolique. 

11*  CAS.  —  Le  premier  invariant  $  et  le  discriminant  A  étant  nuls; 
genre  cylindrique. 

Second  invariant  d  différent  de  zéro, 

fi  >  o ,     ^'  >  o .  . .     Cylindre  elliptique  imaginaire. 
(l^Oy     ^'  <  o . . .      Cylindre  elliptique. 
d<^Oy     ^'  ^  o . . .  .     Cylindre  hyperbolique, 

</>o,  \  ^ j  Deux  plans  imaginaires  qui  se  coupent. 

</<^o,  j  '  '  '  (  Deux  plans  qui  se  coupent. 

Second  invariant  d  nul. 

d''^o. . . .     Deux  plans  parallèles  imaginaires. 
d^  =zo. . , .     Deux  plans  qui  se  confondent. 
d' <C^o. ,  . .      Deux  plans  parallèles. 

Dégageant  cette  discussion  des  cas  particuliers,  on 
pourra  résumer  ainsi  les  signes  caractéristiques  des  diffé- 
rents genres  de  surfaces. 

Genre  ellipsoïde.  Les  deux  invariants  â  et  d  sont  tous 
deux  positifs  y  d  ne  doit  pas  être  nul. 


(  ':i6-  } 
Genre  hyperboloïde.  Le  premier  invariant  d  esl  diffé* 
rent  de  zéro  et  n'est  pas  positif  en  même  temps  que  le 
second  invariant  d^  qui  d'ailleurs  peut  être  quelconque. 

Genre  paraboloïde.  Le  premier  invariant  d  est  nul  et 
le  discriminant  A  est  différent  de  zéro. 

Genre  cylindrique.  Le  premier  invariant  et  le  discri- 
minant sont  tous  deux  nuls. 

Note  du  Rédacteur,  C'est  sans  doute  pour  ne  pas  trop 
s'éloigner  des.  usages  ordinaires  que  le  savant  auteur  n'a 
pas  employé  la  notation  si  expressive,  si  mnémonique 
des  coefficients  et  des  variables  à  indices  : 

a^^x]-Jr  021x1-+-  a^^jcl 

-+-  2fl,2  J^i  J72-H  2 «,3X1X3  -f-  2a,4a:, .r^  =r  o  ligne, 

auX\-\'  ûiixl  4-  //33-^"3  -f-  Cl^^x\  -f-  2fl,,a:,Xa-h  2rt,3^i  J^r. 

-h  2fl,4.r,  .r4  -t-  2 «23  ^2 ^3  -h  20,4X5^4  -f-  2^44^^  =:  o  surface. 


eXTRUCTION  ABREGEE  U UNE  R4CINE  GliBIdUE^ 

Par  m.   Angelo  GENOCCHI, 


J'ai  eu  loul  récemment  l'occasion  de  m  occuper  de 
l'extraction  abrégée  des  racines  cubiques  dans  un  cours 
d'algèbre  et  de  géométrie  que  je  suis  chargé  de  faire  à 
l'université  de  Turin.  M.  Serrel,  dans  son  Traùé  d' A- 
rithmélique  (publié  en  iSSa)  exige  qu'on  ait  déjà  trouvé 
/i  -f-  2  chiffres  de  la  racine  pour  en  déterminer  n  par  unef 
simple  division.  On  trouve  la  même  proposition  dans  une 
traduction  italienne  de  V Arithmétique  de  M.  Bertrand, 
Imprimoo  à  FloK^nce  vu  i856  a\ccdos  additions  et  des 


(  •;^7  ) 

noies  du  traducteur.  M.  Amiot,  dain  ^"  iuléiessant  ar- 
ticle [Nouvelles  Annales^  i85i,  p.  254  et  257)  semble 
•  même  exiger  qu'on  connaisse  au  moins  «  -+-  3  chiffres.  Je 
me  suis  rangé  à  Topinion  de  MM.  Midy  et  Finck,  qui  se 
contentent  de  n  4- i  chiffres  seulement  [Nou^^elles  An- 
nales y  18449  P»  ^39;  1846,  p.  aSi);  mais  j'ai  précisé 
avec  plus  de  soin  le  cas  où  le  quotient  de  la  division  nesl 
plus  la  valeur  approchée  à  moins  d'une  unité  de  la  partie 
restante  de  la  racine. 

Je  rapporte  mon  calcul  qui  est  assez  simple. 

Soient  N  le  nombre  dont  on  cherche  la  racin/e  cubique  ; 
a  le  nombre  formé  par  les  n  -f- 1  chiffres  déjà  trouvés  à  Ja 
racine  ,  suivis  de  n  zéros  ^  q  le  quotient  et  r  le  reste  de  la 
division  de  N  —  a'  par  3a*. 

En  posant 

y^N=A-Har, 


on  a 


d'où 


x' 


"  =  ''-^3« 


Comme  r  <^  3a',  on  voit  que  la  différence  entre  x  al  g 
sera  toujours  <  i  tant  qu'on  aura 

«  +  3T'<'' 

et  que  si  celte  inégalité  n'a  pas  lieu,  x  sera  <;^.  D'ailleurs 
on  a  X  <^  10"  puisque  la  partie  entière  de  x  ne  doit  con- 
tenir que  ?i  chiffres.  Or  si  x  n'excède  pas  10" ?  on 


(  '38  ) 
peut  afllinuer  ciue  l'on  aura 


car  Zx  n'excédera  pas 
t^t ,  à  cause  de 


3.10" <3.  lo'*—  I, 

2 


on  aura  % 

3-t      j:'       3. 10'*  —  I  I 

1 — :  <C "z, 1 ;;;  ' 

a        (i^  10'"  lo^" 

d'où 

Mais   si   (/   ne  surpasse  pas   lo"  lorsque  x  excédera 
lo" ,  la  différence  g  —  x  sera  toujours  <^  i .  Il  faut 

donc  qu  on  ait 

^>  iO". 

Or  le  reste ^j^  ne  peut  surpasser  3  (  — -  j  -t-  3  ( — A  v 

el,  par  conséquent,  la  traction         ^     ne  peut  pas  sur- 


lO^' 


passer  io"H ;  d'où  il  s'ensuit  que  g  sera  toujours 

<^  lo"  -f%  I ,  excepté  dans  le  cas  de  a  =  lo*".  Dans  ce  cas 

Y  =  lo^-H  I,     /  ==  o, 

Ni=  io-^'».[(io"-h  i)'  —  i]. 

Voici  le  cas  unique  où  ff  étant  =  lo"  -t-i ,  .r  ]>  lo"—  -» 


{  '39  ) 
on  aura 

et,  par  suite ,«-+-</  ne  sera  plus  une  valeur  approchée  de 
^N  à  moins  d'une  unité.  Mais,  dans  ce  cas,  x  étant  com- 
pris entre  lo" et  lo",  a-^q  —  i  sera  la  racine  ap- 
prochée à  moins  d^une  demi-unité  par  excès ,  et  a  -f-  ^ —  2 
la  racine  approchée  à  moins  d 'une  unité  par  défaut.  Ainsi 
la  racine  approchée  se  déduit  toujours  du  quotient  q  \ 
elle  résulte  donc  toujours  d^une  simple  division. 

Au  reste  le  cas  singulier  de  </  —  j:  >  i  est  assez  recon- 
uaissable  soit  par  la  forme  de  N ,  soit  parce  qu'alors  q 
surpasse  le  plus  petit  nombre  entier  de  n  -h  i  chiffres , 
tandis  qu'on  n'a  besoin  que  de  n  chiffres. 

Je  crois  donc  qu'on  peut  prononcer  sans  exception  que 
«  -h  I  chiffres  de  la  racine  suffisent  pour  déterminer  les 
suivants  par  une  simple  division. 

Note  du  Rédacteur,  M.  Housel  m'écrit  que  la  mé- 
thode abrégée  donnée  à  la  page  7  est  déjà  exposée  dans 
les  Calculs  pratiques  qu'il  a  publiés  avec  M.  Babinet,  et 
il  ne  met  pas  eu  doute  que  M.  Forestier  n'y  soit  parvenu 
de  son  côté. 


QUESTIONS. 

(communiquées  par  m.  Vannson.  ) 


429.  Si  par  le  centre  d'un  polygone  sphérique  régulier 
on  fait  passer  une  circonféreiace  de  grand  cercle  et  qu'on 
projette. sur  celte  circonférence  tous  les  arcs  menés  du 
rentre  aux  divers  commets,  la  somme  des  tangentes  car- 
rée!» des  projection?*  est  constante,  quelle  que  soit  la  direc- 


(  Mu  ) 
tion  du  grand  cercle.  Elle  est  égale  à  la  tangente  carrée 
de  la  distance  polaire  du  cercle  multipliée  par  la  moitié 
du  nombre  des  côtés  du  polygone. 

430.  Si  au  lieu  des  carrés  on  prend  une  puissance  quel- 
conque de  degré  pair  et  inférieur  au  nombre  des  côtés 
du  polygone ,  on  trouve  pour  somme 

(/?-f- i)(/>-H  2). . .  2/?    N  tangV 


S: 


'»/'■ 


I  .  2 .  3  .  .  .  />  2^P 


N  étant  le  nombipe  des  côtés.  Les  théorèmes  analogues  ont 
lieu  pour  un  polygone  régulier  dans  un  plan. 


FORMULES  FONDAMENTALES  M  L'ANALYSE  SPHERieUK 

(voir  page  99)  ; 

Par  m.   VANNSON. 


Nous  avons  démontré  que  Téquation  d'une  circonfé- 
nce  de  grand  cercle  sur  la  sphère  est 


-- H =  I        ou       jr  z=  Ax  • 

0       a 


et  que  celle  d'un  petit  cercle  ayant  son  pôle  à  l'origine 
est 

jjî  _j-  j2  4-  2^j  ces  ô  =  RS 

les  lettres  x^ y^  a,  etc.,  représentant  des  tangentes.  Ces 
équations  étant  les  mêmes  que  celles  de  la  ligne  droite  et 
du  cercle  sur  le  plan,  il  en  résulte  quon  a  immédiatement 
la  solution  de  tout  problème  dans  lequel  n'entre  qu'un 
seul  petit  cercle  et  un  nombre  quelconque  de  grands  cer- 
cles. Si  le  problème  analogue  a  élé  résolu  sur  lé  plan 
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par  l'analyse,  il  suffit  de  prendre  le  résultat  du  calcul  et 
de  l'appliquer  à  la  sphère  en  considérant  certaines  let- 
tres comme  des  tangentes  d'arcs  -,  les  applications  qu'on 
peut  faire  de  cette  méthode  sont  en  très-grand  nombre, 
nous  nous  bornerons  à  quelques  exemples. 

i?.  Trouver  l* intersection  d'un  petit  cercle  et  d'un 
grand  cercle. 

Il  serait  inutile  de  faire  ici  le  calcul;  on  trouve,  pour 
condition  de  possibilité, 


I  -4-  A^  -h  2Acos9 
Le  grand  cercle  ayant  pour  équation 

y  ==,  A  X  -^  b  , 

pour  que  les  deux  courbes  soient  tangentes ,  il  faut  qu'on 
ait 

_  bsinQ 

R=r±-== 


2  A  ces  0 


et  comme  alors  le  rayon  égale  la  distance  du  pôle  du  pe- 
tit cercle  à  l'arc  tangent,  il  en  résulte  que  cette  formule 
fait  connaître  par  sa  tangente  la  dislance  de  l'origine  à 
une  circonférence  de  grand  cercle  ;  si  les  axes  sont  rec- 
tangles, la  condition  de  contact  sera 


ô=±:R  V^i-+- A^; 

en   sorte   que  l'équation  d'une  circonférence  de  grand 
cercle  tangente  à  un  petit  peut  s'écrire  ainsi 


jr  =  Aar±:Rv^i4- A». 

Cette  formule  résout  le  problème  de  mener  une  tan- 
gente à  un  cercle  de  manière  que  les  tangentes  des  seg- 


(  '4») 

ments  interceptés  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  ayant 
son  sommet  au  pôle  soient  dans  un  rapport  donné  ( —  A  ). 
Il  y  a  deux  solutions  :  si  Ton  cherche  la  rencontre  des 
deux  circonférences , 

On  voi  t  qu'il  ne  peut  y  avoir  pour  a:  et  j^  de  valeurs  finies 
communes  aux  deux  équations  ^  il  faut  donc  que  x=^co  , 
c'est-à-dire  que  la  rencontre  a  lieu  à  qo  degrés  du  pôle. 
Pour  achever  de  trouver  le  point  de  rencontre,  il  faui 
avoir  sa  latitude. 

Soit  Y  la  tangente  de  cette  latitude,  on  aura 


Les  équations  des  deux  airs  tangents  peuvent  donc  s'é- 
crire ainsi 

Y  =  A  sinx  -h  R  v^î~ 

Y: 

d'où 


A'COSJT, 

:  A  sinj:  —  R  \/i  H-  A'cosj:, 


cos  jr  =  o ,      ./:  == 


Y=:  A. 


En    effet,  la  distance  040  étant  un   quadrant,  I  angle 

Vie.  .      T  . 
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COA  =-,,  la  latitude  Ct  =  l'angle COt  =  -  —  AOL,  et 
ou  a  évidemment 

tapg  LO  tanga 

Si  Ton  appelle  x'  et  y^  les  tangentes  des  coordonnées  du 
point  de  contact ,  on  trouvera,  au  moyen  des  résultats 
précédents,  que  la  tangente  peut  encore  se  représenter 
par  l'équation 

On  pourra  se  proposer  de  mener  une  tangente  au  cercle 
par  un  point  extérieur,  trouver  Téquation  de  la  corde  de 
contact  ou  plus  généralement  la  polaire  d'un  point  x'^y", 
ce  sera 

.     xx"  -h  xjc"  =  r». 

De  là  on  conclura  aisément  les  propriétés  des  polaires  y 
les  mêmes  que  sur  un  plan. 

Problème.  Connaissant  les  coordonnées  géographi- 
ques de  deux  points  y  troui^er  leur  distance  A. 

Soient  xy^  x^ y'  les  longitudes  et  latitudes  des  deux 
points  donnés  ;  A  sera  le  troisième  côté  d*un  triangle  dans 
lequel  on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris ,  ce  qui 
donne 

cos  A  =  sin  j  sin  j''  4-  cos  y  ces  /'  ces  (x  —  x' ) . 

Si  l'on  introduit  les  tangentes  et  qu*on  développe 
cos  (x  —  x'),  on  a 

tanc  r  tanjç  r'  -4-  cosx  cosjf'  4-  sin.r  sin:r' 

cos  A  =  — 2j: ^'^ 9 

yji  -h  tang'7  y  i  4-  tang'./ 

si  l'on  remplace  la  latitude  y  par  Tordonnée  géométrique, 
il  faudra  à  tang*  y  substituer  Y*  cos'  x  (Y  étant  la  tangente 


(  M4) 

Y' 

de  rordoiinée  géométrique)  ou  —  (X  étant  la  tan- 
gente de  l'abscisse  ou  longitude).  On  trouve  ainsi 

YY'  +  XX'-M 

ces  A  =  '     ,  > 

s/i4-X»4-Y»  v/n-Xj-f-YÎ 
de  là  on  tire 

,^       (Y  — Y,)'-f-(X-~X')»-f.(YX'~Y'X)' 
*^"^  ^  == (i+XX--hYY.)' -' 

Si  dans  cette  expression  on  regarde  A  comme  constant  et 
X,  Y  comme  variables ,  on  aura  Téquation  d'une  circonfé- 
rence de  cercle  en  fonction  des  coordonnées  de  son  pôle 
et  de  sa  distance  polaire  A. 

Si  A  =  90  degrés,  l'équation  devient 

YY'  +  XX'  -+-  I  =  o  ; 

c'est  l'équation  d'une  circonférence  de  grand  cercle  (déjà 
trouvée  plus  haut) . 

Quand  deux  points  sont  distants  de  90  degrés ,  le  co- 
sinus de  leur  distance  est  nul ,  et  on  a  entre  leurs  coor- 
données la  relation 

x''y  -h  x"  x'  '\'  I  —  o. 

Quand  deux  circonférences  de  grands  cercles  se  cou- 
pent à  angle  droit ,  leurs  pôles  sont  distants  l'un  de  l'autre 
de  90  degrés  ,  la  relation  précédente  a  donc  lieu  entre  les 
coordonnées  de  leurs  pôles.  Si  les  circonférences  sont  re- 
présentées par  les  équations 

Ax-+-B7  =  C,      A'.r4-  B'j  =  C', 

la  relation  précédente  devient 

AA'  -h  BB'  -f-  ce  =  o. 

Enfin  si  les  circonférences  sont  représentées  par  les  deux 


(  i45  )• 
équations 


la  relation  exprimant  qu'elles  se  coupent  à  angle  droit  sera 


i'+6r'+'=°- 


Si  donc  •  on  demandait  l'équation  d'une  circonférence 
passant  par  un  point  (x',y')  ^t  perpendiculaire  à  une 
autre  représentée  par 


jb      y 


on  aura  pour  calculer  a!  et  6'  la  relation 
et ,  de  plus , 


i'^k^''=^''^ 


4/     y 

Ce  qui  donne  pour  équation  de  la  circonférence  perpen-« 
diculaire  à  une  autre 

Si  les  coordonnées  du  pôle  de  la  circonférence  donnée 
sont  x"  et  y^  comme  il  suflSt  de  joindre  le  point  donné  à 
ce  pôle ,  l'équation  du  cercle  perpendiculaire  sera 

Pour  calculer  la  distance  d'un  point  à  une  circonfé- 
rence de  grand  cercle ,  il  suffit  de  prendre  le  complément 
de  la  distance  entre  son  pôle  et  le  point  donné.  Si  donc 
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la  circonférence  est  représentée  par 

my  -^  nx  -{-  pz=:Oj 

et  qu'on  appelle  A  la  distance  cherchée,  on  aura 

my  -^nj/  -{-  p 


SinÀ=: 


L'angle  de  deux  circonférences  de  grands  cercles  peut 
se  mesurer  par  la  distance  de  leurs  pôles.  Si  donc  les 
deux  circonférences  ont  pour  équations 

AxH-BrH-C=o, 

A'.r-4-B'7  4-C'  =  o, 

et  que  V  représente  leur  angle,  on  aura 
AA'  -*-  BB'  -i-  ce 

ces V  =  1'       "T"T^ — "    jlii  iiH 

^A^ V  B'  TF  V^fï.  Bî  -4-  C: 

Théorème  des  sécantes. 

L'équation  d'une  circonférence  peut  se  mettre  sous  une 
autre  forme  plus  commode  dans  certains  cas. 

En  effet,  on  peut  déterminer  la  position  d'un  point  A 
par  sa  distance  p  à  un  point  fixe  P  et  par  Fangle  w  que 

Fie.    2. 


fait  PA  avec  un  axe  PC  qqe  nous  supposerons  mené  par 
le  pôle  C  du  cercle.  Nous  aurons  dans  le  triangle  APC , 
en  posant  PC  =  a  et  AC  ==  r, 

cosr  ?=::  cosp  cosa  4- iîinp  sin  a  COSM. 
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Si  nous  regard  OU  S  p  comme  inconnue,  nous  résoudrons 
aisément  réquation  en  posant 

cos  û  = :  >      sin  p  = ;  ^ 

^désignant  lang-*,  notre  équation  devient  ainsi 

(l)    (cOSr-f-  COSa)f*  —  2fsip(XCQSG()  -hCOST'-^  cosa  =  o. 

Le  produit  des  racines  est  égal  à 
cosr  —  cosa 


cosr-f-  cosa 


■m8[^)më[t^)- 


Ainçi  quand  d'un  point  P  on  mène  u«e  sécante  à  un 
cercle,  le  produit  das  tangentes  de$  demi-^arcs  compris 
entre  le  point  P  et  la  circonférence  e9t  conatant,  il  est 
égal  ^u  carré  de  la  tangente  do  la  moitié  de  Varc  tangenticl 
mené  du  point  P,  si  ca  point  est  extérieur  au  cercle ,  et, 
dans  le  cas  contraire ,  il  est  égal  à  la  tangente  carrée  du 
quart  de  la  corde  minima  passant  par  ce  point. 

Si  par  le  poipt  P  on  mène  un  grand  cercle  perpendi- 
culaire à  PA ,  pour  avoir  son  intersection  avec  le  cercle  C, 
il  suffira  dans  l'équation  (i)  de  remplacer  cosft)  par 
—  sinco;  si  Ton  chercbfe  ensuite  la  somme  des  carrés 
des  quatre  racines  dans  les  deux  équations ,  on  trouve 

4siDV 

(cosr*f-  cosa)' 

quantité  indépoidttBte  de  (ù.  Ce  qui  démontre  un  théo- 
rème connu  sur  deux  sécantes  reetangulaires.  On  peut 
vérifier  la  formule  en  faisant 

t=±cp  f     aî=  o. 

Ce  n'est  là  toutefois  qu'un  cas  particulier  d'un'  théorème 
plus  général  auquel  on  parvient  en  augmentant  successif 


(  '48  ) 

,    27r    ^n    6n  .          ,,    i{/î  —  i)fr 
vement  w  de  —  j  -^  5  —  jusqu  a  — ^ ^-  9  et ,  en  pre- 

nant  la  demi-somme  des  carrés  des  racines  dans  toutes  les 
équations  obtenues ,  on  trouve 

/isin'r 


/= 


(cosr-4-  cosa)' 

Ce  résultat,  indépendant  de  o),  démontre  le  théorème  sui- 
vant : 

Sî  Von  dmse  la  surface  d'une  sphère  en  n  fuseaux 
égaux,  nous  supposons  n  pair^^par  autant  de  grands 
cercles  menés  d*un  même  point  P,  si  ensuite  on  les  coupe 
par  un  cercle  grand  ou  petit  de  rayon  constant  et  ayant 
son  pôle  à  une  distance  fixe  du  point  P,  la  somme  des 
carrés  des  tangentes  des  demi^arcs  interceptés  entre  le 
point  P  et  chaque  point  d^ intersection  sera  constante, 
quelle  que  soit  la  position  du  cercle  sécant. 

Le  théorème  analogue  sur  un  plan  s'énoncerait  ainsi  : 
Si  l 'on  construit  un  polygone  régulier  d^un  nombre 
pair  de  côtés,  quon  joigne  son  centre  P  à  tous  les  som- 
mets A ,  B ,  etc.  <f  puis  quon  trace  un  cercle  quelconque  C 
dans  le  plan  du  polygone,  la  somme  des  carrés  des  seg- 
ments compris  entre  le  centre  P  et  les  points  d'intersec- 
tion des  rayons  PA ,  PB  av^ec  le  cercle  C  est  constante 
et  égale  au  carré  du  rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a 
de  côtés  dans  le  polygone^  si  le  cercle  C  ne  coupe  pas 
tous  les  rayons  PA,  PB,  etc.,  ou  si  même  il  n'en  coupe 
aucun,  le  théorème  a  également  lieu  en  substituant  aux 
segments  les  binômes  imaginaires  que  donne  la  résolu- 
tion des  équations* 

Dans  le  théorème  sur  la  sphèro,  si  Ton  suppose  que  le 
cercle  sécant  soit  un  grand  cercle ,  on  aura  • 


ces  r  : 
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et  alors 

S  =  sec*  «. 

Remarque.  Le  théorème  a  également  lieu  poui'  des 
puissances  quelconques  d'un  degré  pair  inférieur  au  nom- 
bre des  côtés  du  polygone,  c'est-à-dire  que  la  somme  des 
puissances  de  degré  an  des  tangentes xles  derai-arcs  est 
constante,  quel  que  soit  a. 

Intersection  de  deux  cercles^  axes  radicaux. 

L'équation  trouvée  pour  un  cercle  quelconque  peut  s'é- 
crire ainsi 

v/i-i-x^-t-/'  =  m'  {yf  -4-  xx'  H-  i), 

ni  représentant >  m!  peut  être  positif 

cosr,  VU- a?;  -\r y\ 

OU  négatif;  Téquation  d'un  second  cercle  sera  de  même 

V^ThTxWT?  =  /»"  (//' 4-  xx"  -f-  i). 
Si  on  les  retranche  membre  à  membre ,  on  trouve 

^  (,w'  ^'  —  /lî"  /•  )  H-  0? (/Il'  .r'  —  m" x" )  4-  /w'  —  m*'  =  o. 

C'est  Féquation  d'un  grand  cercle.  Elle  sera  vérifiée 
par  les  coordonnées  des  points  d'intersection  des  deux 
cercles  donnés ,  si  l'on  suppose  qu'ils  se  coupent ,  et,  dans 
le  cas  contraire,  elle  sera  vérifiée  par  les  racines  imagi- 
naires communes  aux  équations  des  deux  cercles.  Ce 
grand  cercle  s'appelle  Xaxe  radical  des  cercles  donnés, 

Siy  étant  donnés  trois  cercles,  on  prend  les  trois  équa«* 
lions  de  leurs  axes  radicaux  en  les  combinant  deux  à 
deux  et  qu'on  les  ajoute  membre  à  membre,  on  trouve 
une  identité;  donc  les  trois  axes  radicaux  concourent  au 
même  point. 

Si  Ton  se  reporte  à  la  condition  pour  cjue  deux  grands 
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se  coupent  à  angle  droit ,  on  reconnaîtra  que  Taxe  radical 
de  deux  cercles  est  perpendiculaire  à  Tare  qui  joint  leurs 
pôles. 

Ainsi  pour  construire  l'axe  radical  de  deux  cercles  qui 
ne  se  rencontrent  pas,  on  les  coupera  par  un  cercle 
auxiliaire  coupant  le  premier  aux  pointa  A  et  B,  et  le 
deuxième  en  deux  points  C  et  D  j  on  tracera  les  arcs  Â6 
et  CD  ;  soit  O  leur  point  de  rencontre  ;  il  suffira  d'abaisser 
de  O  une  pôrpendiculaire  sur  l'arc  qui  joint  les  pôles  des 
cercles  donnés  pour  avoir  leur  axe  radical. 

Définition.  Si  d'un  point  O  on  mène  uti  t,tt  de  grand 

cercle  coupant  un  petit  cercle  C  aux  points  M  et  N,  le 

,    .  OM  ON  .  :i  r^ 

produit  tang  —  tang  —  se  nomme  puissance  du  point  O 

par  rapport  au  cercle  C.  Cela  posé,  on  peut  dire  que 
i'axe  radical  de  deux  cek*cles  est  le  lieu  des  points  d'égale 
puissance  p^r  rapport  ^Ux  deux  cercles.  Eti  effet,  menons 


Fie.  :^. 


un  cercle  qui  coupe  les  deux  cercleâ  donnés  le  premier 
aux  points  m^n^  le  deuxième  aux  points  p-,  q*  Traçons 
les  arca  f^n  eiptf.  Supposons  qu'ils  se  coupent  au  point  0^ 
ce  point  O  sera  un  point  de  l'axe  radical  des  cercle»  don- 
nés, et  ou  aura 


Om  On 

tang— -tan^— - 


Op  Oa 

:.tang_(an^  — . 
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Donc  le  point  O,  et,  en  général,  tout  point  appartenant 
à  l'axe  rftdieal  des  cercles  donnés  est  un  point  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  deux  cercles.      c.  q.  f.  n. 

On  petit  encore  démontrer  que  si  un  cercle  A  coupe 
deux  cercles  B  et  C  à  angle  droit ,  le  cercle  A  aura  son 
pôle  sur  l'axe  radical  des  deux  autres. 

Si  \ei  pôles  des  deux  cercles  sont  sur  Taxe  des  x,  l'é- 
quation de  Vûie  radical  se  réduit  à 

x{m'ji/  —  m'^x'')  4-  w'  —  w"  =  o. 

Si  Ton  veut  que  Taxe  radical  serve  comme  axe  des  j)  i^ 
faut  avoir 

ou 

cosr,  v^i4-^    =  r^s/i-{-  xl; 

si  Ton  appelle  a',  at"  les  abscisses  des  deux  cenlres ,  celle 
relation  devient 

cosr' cosr'^ 

cosa'       cosa" 

L'équalion  d'un  des  cercles  peut  alors  s'écrire  ainsi  : 
côsr' 


ces  a 
Posons 

cosr 


-,  V/n-x»-hj' 


cosa 


nous  aurons 


xx'  H-  I  =  h  ^1  -hx'-4- j'. 


Si  nous  donnons  à  x'  deux  valeurs  arbitraires  en  laissant 
h  consunt,  nous  aurons  le^  équations  de  deux  cercles 
ayant  pour  axe  radical  Taxe  des  y.  Cette  manière  de  re- 
présenter les  équations  de  deux  cercles  peut  servir  dans 
quelques  problèmes  ou  théorèmes. 

7"    Exemple,  Si  pour  un  point  de  Taxe  radical  de 
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deux  cercles  ou  détermine  sa  polaire  relativement  à  cha« 
cun  d'eux,  ces  deux  polaires  se  coupent  sur  Taxe  radicaL 
(Nous  supprimons  la  démonstration  qui  est  très-simple*) 
II'  Exemple,  Étant  donnés  deux  cercles,  si  l'on  mène 
une  circonférence  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres ,  et  que  pour  chacun  de  ses  points  on 
trace  la  polaire  relativement  à  chaque  cercle ,  le  lieu  des 
intersections  de  ces  polaires  sera  une  circonférence  de 
grand  cercle  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  Taxe 
radics^l. 

La  Siuite  prochainement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  371 

(TOlrt.  XVI). 

Déterminer  sur  le  plçtn  d'un  triangle  ABC  [et  dans 
l'intérieur  du  triangle)  un  point  O  tel,  qu*en  multi- 
pliant chaque  distance  de  ce  point  à  un  sommet  par  le 
sinus  de  l'angle  formé  par  les  deux  distances  aux  deux 
autres  sommets  y  la  somme  des  trois  produits  soit  un 
maximum.  Démontrer  que  le  centre  du  cercle  inscrit 
remplit  cette  condition . 


F        0  B 

La  fonction  dont  il  faut  déterminer  le  maximum  est 

AO .  siu  BOÇ  -h  BO .  sin  AOC  4-  CO .  sin  AOB . 

Pour  déterminer  ce  maximum^  il  sjuffira  d'établir  Iq 
^mipe  suivant  : 


(  i53  ) 
Si  par  V  un  des  sommets  d'un  triangle  AOB  on  mène 
une  droite  OF  qui  divise  en  deux  parties  quelconques 
V angle  KOR  formé  par  les  deux  côtés  OA ,  OB ,  et  qu'on 
multiplie  respectii^ement  chacun  de  ces  côtés  par  le  sinus 
de  V angle  que  l'autre  côté  forme  ai^ec  la  ligne  de  divi^ 
sion  OF,  le  maximum  de  la  somme 

AO .  sin  BOF  +  BO .  sin  AOF 

de  ces  deux  produits  sera  le  troisième  côté  AB  du  triangle. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  mène  une  droite 
OG  qui  fasse  avec  OA  l'angle  AOG  =  BOF,  il  en  résul- 
tera BOG=  AOF. 

Les  triangles  AOG,  BOG  donnent 

AO .  sin  AOG  =::  AG .  sin  OG  A 
et 

BO.sînBOG=:BG.sinOGB  =  BG«sinOGA. 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  il  vient 

AO.sinAOG-hBO.sinBOG  =  AB.sinOGA, 
d'où 

AO.sinBOF+  BO.sinAOF  =  AB.sinÔGA. 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  somme 
AO .  sin  BOF  -h  BO .  sin  AOF 

est  en  général  moindre  que  AB.  Pour  qu'elle  devienne 
^ale  à  AB,  il  faut  que  Tangle  OGA  soit  droit,  et  dans 
ce  cas  les  angles  BOF,  AOF  sont  les  compléments  des 
angles  OAB,  OBA  adjacents  au  troisième  côté  AB  du 
triangle. 

II  est  maintenant  facile  de  trouver  le  maximum  de  la 
(bnction 

AO.sinBOG  +  BO.sinAOC  +  GO.sinAOB. 

En  effet,  désignons  par  OF,  OE,  OD  les  prolongements 


(  «54  ) 
des  droites  CO ,  BO ,  AO ,  ou  aura 

sin  BOC  =  sin  BOF,     sin  AOC  =  sin  AOF, 
d'où 

AO.sioBOC  +  BO.sinAOG^  AO.sioBOF-f  BO. sin  AOF. 

Mais  on  vient  de  voir  que  AO  sinBOE  -h  BO  sin  AOF  ne 
peut  jamais  surpadéer  AB^  donc  on  aura  en  général 

(i)  A0.sinBOC-4-BO.sinAOC<AB; 

et  de  même 

(  2 )  BO .  sin  AOC  -+-  CO .  sin  AOB  <  BG, 

(3)  CO.sinAOB  4- AO.SîdBOC<AC. 

Additionnant  et  divisant  par  2 ,  il  vient 

A0.8inB0C-i>  BO-sinAOC-f-CO.sin  AOB  <  ^^ "^^  ^^'  "^  ^^. 

2 

Ainsi,  la  somme  des  trois  produits  dont  il  s'agit  est  géné- 
ralement plus  petite  que  le  demi-^périiÀètre  dti  triangle 
ABC  -,  pour  qu  elle  soit  égale  à  ce  demi-périmètre ,  il  faut 
que  les  premiers  membres  des  inégalités  (i),  (2) ,  (5)  de- 
viennent égaux  aux  seconds  membres  AB,  BC,  AC. 
Or,  pour  qu'on  ait 

AO .  sin  BOC -I- BO .  sin  AOC  ==  AB , 

il  faut ,  comme  on  Ta  vu  précédemment ,  que  Tangle  AOF 
soit  le  complément  de  OBA.  De  même,  Tégalité 

BO .  sin  AOC  4-  CO .  sin  AOB  :==  BC 

exige  que  l'angle  COD  soit  le  complément  de  OBC.  Mais 
les  angles  AOF,  COD  sont  égaux  comme  opposés  au  som- 
met^ donc  leurs  compléments  OBA ,  OBC  seront  aussi 
égaux  entre  eux,  c'esl-à-dirc  qur  la  ligne  BO  sera  la  bis- 
sectrice de  Tangle  ABC  \ 


(  '35) 
On  prouvera  de  luème  que  CO  doil  èlre  la  bisscclrice 
(le  Tangle  BCA  si  Ton  suppose  à  la  fois 

BO .  sin  AOC  4-  CO .  sin  AOB  =  BC 
et 

CO.sinAOB-f-  AO.sinBQC:^  AC. 

D  où  ToD  peut  conclure  que  le  maximum  de  la  somme 
AO .  sin  BOC  -h  BO  sin  AOC  -f-  CO .  sin  AOB 

s'obtient  en  faisant  coïncider  le  point  O  avec  le  centre 
du  cercle  inscrit  dans  le  triàttgle  ABC,  el  que  là  Valeur  de 
ce  matimutn  est  le  demi-périmètre  du  triangle.      G. 

Note.  Dans  le  t.  Vil,  n^  lo,  du  Bulletin  de  V Acadé- 
mie de  Saint-Pétârf bourg,  M.  Pelers  (*)  établit  par  le 
calcul  des  probabilités  que  la  station  de  la  planchette  est 
déterminée  avec  la  plus  grande  sécurité  lorsqu'elle  est 
placée  dans  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
formé  par  les  trois  objets  pris  pour  auxiliaires  dans  le 
problème  dit  de  Pothenot^  cela  donne  lieu  au  problème 
que  M.  Gerono  vient  de  résoudre  d'une  manière  très- 
simple.  M.  le  professeur  Richelot  en  a  donné  une  solu- 
tion euristique  et  fondée  sur  le  calcul  différentiel  { Àstr, 
Nachr.y  n°  998,  t.  XLII,  p.  217,  i855).     Tm. 

■  — ■ — — • —         * ■  I     ■  I.    ■  ..1,      -.  ,.  ■    .1  ■  ■ 

(*)  L«  célèbre  dirtçteur  de  Tobservatoire  d'Altoua. 


(  «3ti) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  392  (PROUHBT) 

(voir  t.  XVI.  p.  $11); 

Pae  mm.    h.   YIELLARD  it  M.   LAQUI^IRE, 

Élèves  du  lycée  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Faurie), 

Et  M.   L.  DE  COINCY, 

Élève  du  lycée  Bonaparte, 


Soit  2  m  le  degré  de  Téquation. 

Le  polynôme /(x)  étant  un  produit  de  facteurs  du  se- 
cond degré  de  la  forme 

sa  dérivée  sera  la  somme  de  produits  de  facteurs  du  se- 
cond degré  de  cette  forme,  produits  multipliés  respecti- 
vement par  la  dérivée  de  celui  de  ces  facteurs  du  second 
degré  qui  n'entre  pas  dans  le  produit. 
Cette  dérivée  étant  pour  tous  les  facteurs 

on  aura 

(a)  /'(^)  =  2(x-.)F{a:), 

F(x)  étant  la  somme  de  tous  les  produits  (m — i)  à 
(m  —  i)  des  facteurs  du  second  degré  de  la  forme  ci-des- 
sus qui  entrent  dans  le  polynôme/ (x). 

1^.  De  (a)  résulte  d'abord  que  s  est  racine  de 

2".  Les  facteurs  de  la  forme  énoncée 

[(x  —  a)  {a;  —  2^  H-  «)] 
donnent  le  même  résultai  par  la  substitution  de  h  ou  de 


(  «57  ) 
2^-r  A  à  la  place  de  Xy  puisque  ce  résultat  est 

«=r(X- — fl)  (X- —  2*4-  fl), 

OU  bien 

{>  =  [7.S  —  A  —  rt)(fl—  ^)  =  a. 

Ainsi  le  polynôme  F  (x)  donnera  les  mêmes  résultats  par 

ces  deux  substitutions.  Si  donc  k  est  racine  de  f  (x)  =o 

et,  par  conséquent,  de  F  (x)  =  o,  25  —  /c  le  sera  aussi. 

3".  La  dérivée/'  (x)  est  de  degré  (2  w  —  i),  et  l'on  a 

i/'{.r)  =  (x-.)F(a;)=ç(a:), 

F  (x)  étant  un  polynôme  de  même  forme  qu.ef{x)y  c'est- 
à-dire  qu'il  est  un  produit  de  m — - 1  facteurs  de  la  forme 

Le  polynôme  9  (x)  est  donc  un  polynôme  dé  degré  im- 
pair ayant  une  racine  égale  à  5  et  dont  les  autres  racines 
se  partagent  en  couples  de  somme  commune  25.  Cela 
posé, 

Or,  d'après  la  démonstration  ci-dessus, 

F'(j?)=:2(.r  —  *)F,(J?), 

Fs  (x)  étant  d'après  la  démonstration  précédente  de  la 
forme  F  (x) ,  c'est-à-dire  produit  de  facteurs  du  second 
degré  en  nombre  2  (  w  —  2  )  et  de  la  forme 

[{.T  —  à)(x—  2.f  4-  b)]. 
Or 

ç' (x)  =  F  (.r) -f- 2  (x  —  5)(  j;  —  5)  F,  (x  ). 

En  appliquant  encore  à  (f^  (x)  la  même  démonstration 
que  ci-dessus  à  F  (x)^  on  prouverait  que  si  (f'  (x)  a  la 
racine  /,  il  a  aussi  la  racine  25  —  /.  c.  q<  f.  d. 


(  «58  ) 
Ainsi 

(«)  /(j;),     f"[x) /^"(^), 

sont  de  même  forme 

(P)  /'W,  /'"(^),...*   /"^'t*) 

ont  la  racine  s. 

Les  autres  racines  des  polynômes  (|3)  et  celles  des  po"- 
lynftmes  (a)  se  partagent  en  groupes  de  somme  25  (^). 


PROPOSITIONS  DIYERSKS  SUR  L  HYPSRVOiiOnE  A  IINB  NAPPE. 
CiMilinictili  f  lie  strface  di  (patrièpe  9rire  passait  par  hiil  paiita; 

Par  m.  POUDJIA. 


i".  Par  trois  droites  de  Fespace,  on  pem  faire  passer 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  on  n'en  peut  faire  passer 
qu  un  seul. 

oP.  Par  deux  droites  et  trois  points  de  Tespace,  on 
peut  faire  passer  un  hyperboloïde  et  on  peut  n'en  faire 
passer  qu'un  seul. 

3°.  Par  une  droite  et  six  points  de  Tespace,  on  peut 
faire  passer  un  hyperboloïde  et  on  n'en  peut  faire  pa^er 
qu'un  seul. 

'  4^.  Par  trois  droites  dont  Tune  s'^ippuie  sur  les  deux 
autres  et  par  deux  points  de  Tespace ,  on  peut  faire  passer 
un  hyperboloïde  et  on  n'en  peut  faire  passer  qu'un  seul. 

5°.  Par  quatre  droites  dont  deux  s'appuient  sur  les 
deux  autres  et  par  un  point  de  l'espace ,  on  peut  faire 


(*)  MM.  Marqnet,  candidat  à  l'École  Normale  supérieure,  et  Chanson 
ont  envoyé  des  solutions  de  la  question  lyxi. 


(    1^9  ) 
passer  un  hyperboloïde  et  on  n^en  peut  faire  passer  qu'un 
seul. 

6^,  Deux  hj'perboloïde^  se  epup^nt  généralement  sui- 
vant une  courbe  du  quatrième  ordre. 

7*^.  Vlimx  hyperbolo)id<îs  ayant  une  génératrice  commune 
se  coupent  suivant  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant 
cette  génératrice  pour  asymptote. 

8*^.  Dçux  byperbolpïdes  ayant  deux  génératrice»  com- 
munes se  coupent  suivant  deux  antres  droites  qui  sont 
toutes  deux  réelles  ou  toutes  les  deux  ioiagin^irçs.  En 
efKet,  toui  plan  sécant  donne  liau  ^  deux  sections  co- 
niques qui  ont  généralement  quatre  points  d'intersec- 
tion j  à  chacun  de  ces  points  correspond  une  génératrice 
commune. 

9°.  Quatre  points  a ,  6,  c ,  r/  de  l'espace  donnent  Ueu 
aux  trois  quadrilatères  gauches  abcd^  abdc^  adbç.  Un 
cinquième  point  e  détermine  donc  (  5  )  trois  hy  perboloïdes 
qui,  deux  À  deux  y  ayant  deux  génératrices  communes, 
se  couperont  encore  suivant  deux  autres  droites. 

lo^.  Cinq  points  û  ,  i ,  c ,  /i,  e  déterminent  quiniuî  \xj^ 
pert>oloïdes  qui  deux  à  deux  ont  quatre  droites  com- 
munes. 

Considérons  un  quadrilatère  abcd  formé  par  les  deux 
droites  ab^  cdet  les  deux:  droites  ad ,  bc  qui  s'appuient  sur 
les  deux  premières.  Soit  un  cinquième  point  c  variable.  A 
chaque  position  de  ce  point  e  correspondra  un  seul  hyper- 
boloïde, de  sorte  que  pour  diverses  positions  de  ce  point, 
noue  aurons  divers  fayperbolojides  ^  nous  appelleronsyb/'^* 
ceau  d'hyperboloïdet  eette  série  de  surfaces  ayant  pour 
base  commune  le  quadrilatère  abcd.  Si  Ton  coupe  ce  faisv- 
oeand'hyperboloïdes  parun  plan,  on  obtiendra  unfaiseêau 
de  coniques  passant  par  les  quatre  points  communs  où  ce 
plan  coupe  les  quatre  génératrices  communes  aA,  cû?, 
adj  bc.  Ce  faisceau  de  coniqucR  a  pour  fonction  anhar- 


(  »6o) 
monique  le  rappoil  aiihariiiouique  des  tangentes  à  quatre 
de  ces  courbes  en  un  point  quelconque  de  leur  intersection. 
Ce  rapport  anharmonique  sera  égal  à  celui  des  quatre 
plans  passant  par  ces  quatre  tangentes  çi  par  la  généra-' 
trice  commune  qui  passe  par  ce  pointt  11  en  résulte  que 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  sera  le 
même  que  celui  des  quatre  plans  tangents  en  ce  point* 
Ce  rapport  sera  le  même  quel  que  soit  le  plan  sécant; 
nous  rappellerons  ainsi  la  fonction  anharmonique  du 
faisceau  d'hyperboloïdes  (*). 

Soient  trois  hyperboloïdes  passant  par  les  deux  droites 
communes  ab ,  cd  et  successivement  par  les  trois  points 
^1 9  ^f  f  ^8*  Le  plan  E  passant  par  les  trois  points  coupera 
les  trois  hyperboloïdes  suivant  trois  coniques  passant  par 
les  points  d'intersection  du  plan  avec  les  deux  droites  a&, 
cd  et  deux  autres  génératrices  (9). 

Soient  encore  trois  autres  hyperboloïdes  passant  suc* 
cessivement  par  les  trois  mêmes  points  et  par  deux  droites 
communes  a^  b'y  c*  d'*  Le  plan  Ë  les  coupera  aussi  sui- 
vant trois  coniques. 

Imaginons  deux  systèmes  de  coniques  homographiques 
relativement  aux  trois  premières  coniques  et  aux  trois 
secondes  coniques.  Ces  deux  systèmes  se  couperont,  d'a- 
près un  théorème  connu,  suivant  une  courbe  du  qua- 
trième degré  passant  par  onze  points  connus  :  i^  les  (rois 
positions  primitives  ei ,  ej ,  63 ,  et  a^  les  huit  points  où  le 
plan  E  coupe  les  huit  génératrices  a6,  dc^  ad,  bc^  a'b'^ 
d' c'^  a'  d\  i'  c',  et  chaque  point  de  cette  courbe  sera  une 
position  du  point  e  par  lequel  passent  deux  génératrice» 
de  deux  hyperboloïdes  homologues. 

Tout  autre  plan  sécant  donnera  lieu  de  mên^ie  à  deux 
faisceaux  homographiques  de  coniques,  l'un  ayant  pour 

n  Fo/r  t.  XII,  p.  36i.         Tm. 


(  i6«  ) 
base  les  quatre  points  d'intersection  de  ce  plan  avec  les 
quatre  génératrices  ab ^  cd^  ad^  bc^  et  l'autre  parles 
quatre  points  résultant  de  l'intersection  de  ce  même  plan 
avec  les  quatre  génératrices  a' i',  c'  d\  a'  d\  b'  c'.  Mais 
ensuite  chaque  position  du  point  e  dan*  le  plan  E  donne 
lieu  à  deux  génératrices  qui,  coupées  par  le  nouveau  plan, 
donneront  deux  points  dont  Fun  appartiendra  à  une  co- 
nique d'un  faisceau  et  T autre  à  la  conique  homologue  dans 
l'autre.  La  courbe  d'intersection  de  ces  deux  faisceaux 
sera  donc  généralement  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

A  chaque  conique  correspond  un  hyperboloïde.  On  a 
donc  aussi  deux  faisceaux  homographiques  d'hyperbo- 
loïdes. 

L'intersection  des  deux  faisceaux  homographiques  d'hy- 
perboloïdes  sera  une  surface  du  quatrième  ordre,  laquelle 
semble  intéressante  à  étudier. 

I®.  Par  son  intersection  avec  un  plan  quelconque,  elle 
peut  donner  lieu  à  une  très-grande  variété  de  courbes 
planes  du  quatrième  ordre. 

2**.  Cette  surface  passe  par  les  huit  droites  «6,  cû?,  arf, 
bc,a'b',c'd,a'd',b'c'.     * 

3**,  Sî  le  plan  sécant  passe  par  une  des  huit  arêtes  ci- 
dessus,  la  section  sera  une  courbe  du  troisième  ordre  et 
l'arête  ci-dessus  en  sera  une  asymptote. 

4*^.  Si  le  plan  sécant  passe  par  deux  génératrices  telles 
que  ab  ,  bc  qui  se  rencontrent  en  i,  ce  plan  sera  d'abord 
un  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point ,  et  la  courbe 
d'intersection  sera  une  section  conique.  Il  y  aura  donc 
huit  plans  qui  donneront  des  sections  coniques. 

5®.  Tout  plan  sécant  parallèle  à  une  des  arêtes  don- 
nera une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  deux  points  à 
l'infini  dans  la  direction  de  l'arête. 

6^.  Si  le  plan  sécant  est  parallèle  à  deux  arêtes,  la 
courbe  aura  donc  quatre  points  à  l'infini. 

Ann.  de  Mathémat.,  t.  XVII.  (Mai   i858.}  1 1 


(  '6=») 
7^.  Si  les  hnit  points  d'intersection  du  plan  E  et  des 
huit  génératrices  étaient  sur  une  même  conique  ainsi  que 
les  points  Ci,  e^^  e^ ,'  alors  la  surface  du  quatrième  ordre 
se  changerait  en  deux  hjperboloïdes. 


tahkad 

Ses  diffn  cas  fie  présnte  le  prtyèse  il  il  s'agit  k  léteraiier  i 
AalCBeit  les  axes  tl'ne  seetîei  ceiîfM  cerne  seileBeit  fo  certaiiea 
cewlitieis  sais  ikm  la  ceirk; 

Pa»  m.  poudra. 


Désignation  des  données. 

1^.  a  ,  byC,  dje  dés  points  de  la  courbe;  a?.  A,  B«  C , 
D,  E  des  tangentes  à  la  courbe  aux  points  respectifs  a, 
i,  c,  dj  <?5  3*^.  O  le  centre  de  la  courbe;  4°«  Fj  ^t  les 
foyers  ;  5^.  M ,  M^  les  longueurs  de  deux  diamètres  conju- 
gués ;  6^.  a  Tangle  de  ces  deux  diamètres  conjugués  ;  7®.  A , 
Al  les  extrémités  du  grand  axe  et  1 ,  l'i  celles  du  petit. 

J'ai  résolu  tous  les  cas  suivants  : 


Donnée*. 

Données. 

l». 

a,l>,c,d,e. 

II». 

a,  b,  C,  d,  D. 

2°. 

a,  b,  c,dy  E. 

12». 

A,B,C,  rf,D. 

3». 

a,*,c,  D,  E. 

i3». 

F,  a,*,c. 

4-- 

a,b,C,D,E. 

.4-. 

¥,a,b,C, 

5». 

a,B,C,D,  E. 

i5». 

F,fliB,C. 

6». 

A,B,C.D,E. 

i6». 

F,A,B,C. 

r- 

a,  b,  c,  B,  C. 

17». 

F,«,6,B. 

8». 

A,  bfCfh,C. 

i8«. 

F,A,è,B. 

9"- 

a,  b,c,  </,  D. 

•9^- 

0,M,  M,,a. 

lO». 

fl,B,C,  d,  D. 

20". 

Ô,  a,  M,  c. 

(  163) 


Données. 

Données. 

21».  0,  A,  M,  a. 

28«. 

0,«,B, 

C. 

22».  0,  «,  b^  a. 

29». 

0,A,B, 

C. 

23*».  0,  û,  B,  a. 

3o«. 

0,a,b, 

B. 

24*.  0,  A,  B,  «. 

3i°. 

0,  A,*, 

B, 

25:  O,  a,  A,  a. 

32°. 

0,  Y,  a. 

26°.  0,  ay  b,c. 

33». 

0,F,A. 

27».  0,«,  ^,C. 

Il  me  reste  à  résoudre  : 

34*.  h,  a,  byc. 

40". 

A,F,«. 

35°.  h,  a,  b,  C. 

410. 

A,  F,  A. 

36^  //,û,B,C. 

42°. 

A,0,«. 

37*.  A,  A,  B,  C. 

430. 

A,0,A. 

38».  h,  b,  B,c. 

44^ 

A,f,  a. 

^g^  A,  A,6,B. 

45». 

h,  i,  A. 

Note.  On  est  disposé  à  donner  ces  solutions  aux  lec- 
teurs qui  les  demanderont. 


FORMULES  FONDAMINTALBS  DE  L'ANALYSE  SPHÉRIQUE 

(foir  p.  140); 

Par  m.  VANNSON. 


Transformation  des  coordonnées. 

1°.  Prendre  pour  nouvelle  origine  un  point  donné  sur 
l'axe  des  x  en  laissant  les  axes  rectangulaires. 
Soient  a  Tabscisse  de  la  nouvelle  origine  et 

l'équation  de  la  courbe  donnée;  si  nous  y  introduisons  les 

II. 


(  «64  ) 
coordonnées  géographiques  sans  changer  Torigine,  Té- 
qualiou  devient 

^  \       cosar,/ 

x^  étant  Tabscisse  dont  x  était  la  tangente.  Remplaçons 
maintenant  x,  par  or,  -h  a,  Téquation  deviendra 

7    tang(x, +  «),  r-^ — r     =o. 

L  cos(j:,^tf)J 

Pour  revenir  maintenant  aux  coordonnées  géométriques 
après  le  changement  d'origine,  il  suffit  de  multiplier  y 
par  cos  Xi  •,  Téquation  demandée  sera  donc 

[,             .         r  cosar,      T 
tang  or,  H-  «),  -~ ; — r     =  o. 
cos(a:, -|-a)J 

Si  nous  développons  tang  (xi-Ha)  et  cos  (Xi  H- a) , 
nous  aurons ,  en  posant        , 

a  =  tang  a     et     X  =  tangx, 
l'équation  plus  simple 

rx-^g  X         1  _ 

^L«— aX'   cos«(i  — aX)J  ""^^ 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  la  recherche  du 
centre  dans^les  courbes  du  deuxième  degré  dont  l'équa- 
tion générale  est 

Ay^  4-  Bxy  -f-  Ca:»  +  D/  -4-  Ea:  H-  F  =  o. 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  trouve  sur  la  surface 
de  la  sphère  un  point  O  tel ,  que  deux  arcs  menés  de  ce 
point  et  terminés  de  part  et  d'autre  à  la  rencontre  de  la 
courbe  soient  divisés  au  point  O  en  deux  parties  égales, 
tout  autre  arc  mené  par  le  point  O  sera  divisé  de  la  même 
manière ,  donc  le  point  O  sera  le  centre  de  la  courbe. 


(  i65  ) 
En  effet ,  prenons  ces  deux  arcs  pour  axes  et  O  pour 
origine:  en  faisantj^  =  o,  on  devra  trouver  deux  racines 
égales  et  de  signe  contraire ,  d'où 

E  =  o; 
on  aura  de  même 

D  =  o: 

d'où  l'on  voit  aisément  que  tout  autre  arc  mené  du  point 
O  et  inscrit  à  la  courbe  aura  son  milieu  au  point  O  ^  O  est 
donc  le  centre.  Soient  a  et  i  les  coordonnées  de  ce  point 
O  rapporté  aux  axes  primitifs,  a  et  j3  les  tangentes  des 
arcs  a  etb'j  portons  l'origine  au  point  de  l'axe  des  x  qui 
a  pour  abscisse  a ,  l'équation  transformée  sera 

cos^a  cosa  cosa 

H-  E  (a  -H  X)  (i  -  aX)  -H  F{i  -r-  aX)»=  o. 

Concevons  maintenant  qu'on  ait  mené  par  le  point 
cherché  un  arc  perpendiculaire  à  Faxe  nouveau  desj^, 
l'équatiot^  de  cet  arc  sera 

f  =^  CCS  a 

(y  et  jSvSont  des  tangentes)*,  on  aura  alors  une  équation 
du  deuxième  degré  en  X  •,  donc  les  racines  seront  égales 
et  de  signe  contraire ,  ce  qui  donne  la  condition 

(i)  B^-f-2Ca4-  E  =  a(D6-i-Ea-|-2F); 

on  trouve  de  njème 

(2)  Ba^-2A^-|-D  =  6(D6-hEa-H2F). 

Ces  équations  sont  celles  qu'on  trouve  dans  la  recherche 
des  plans  principaux  des  surfaces  du  second  degré.  Pour 
nous  rendre  compte  de  cette  similitude,  cherchons  l'équa- 
tion de  la  surface  particulière  pour  laquelle  la  recherche 


(  i6d) 
des  plans  principaux  conduirait  identiquement  aux  équa- 
tions (i)  et  (2).  On  trouve  aisément 

A/'  -4-  Car»  +  Bxy  +  Djz  H-  Exz  -+-  Fz'=  o. 

C'est  un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine . 

Si  Ton  cherche  F  intersection  de  celte  surface  avec  la 
sphère  en  employant  les  coordonnées  sphériques,  on 
trouve  la  courbe  proposée. 

Il  reste  à  faire  voir  que  la  ligne  de  Fespace  ayant  pour 
coefficients  de  direction  a ,  /3 ,  est  perpendiculaire  à  un  des 
plans  principaux.  En  effet,  si  nous  joignons  le  centre  de 
notre  conique  sphérique  au  centre  de  la  sphère  par  une 
droite ,  cette  droite  aura  pour  équations 

X  =  «2,      y  z=ztZy 

ei  comme  elle  est  l'intersection  de  deux  plans  principaux 
du  cône ,  elle  est  bien  perpendiculaire  au  troisième ,  ce 
qu'on  voulait  faire  voir. 

Il  suit  de  là  que  l'élimination  de  a  dans  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  conduira  à  une  équation  du  troisième 
degré  ayant  ses  trois  racines  réelles.  Notre  courbe  a  donc 
trois  centres,  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  ils  sont 
placés  aux  trois  sommets  d'un  triangle  trirectangle.  On 
voit  aussi  que  si  l'on  construit  ce  triangle ,  chacun  de  ses 
côtés  partagera  la  courbe  en  parties  symétriques  et  sera  , 
par  conséquent ,  un  axe  de  cette  courbe. 

Remarque,  Si ,  au  lieu  de  transporter  l'origine  en  un 
point  de  Taxe  des  x^  on  la  transportait  à  la  distance  S  sur 
Taxe  des  j^,  on  aurait 

,       cosy 
ces  (j' -1-6) 

Second  cas.  Pour  changer  d'axes  sans  déplacer  Fori- 
gine,  on  peut  employer  la  considération  des  projections 


{  i67  ) 
centrales.  On  peut  aussi ,  comme  nous  allons  le  faire 
voir,  se  servir  d'un  procédé  identique  à  celui  qu'on  em- 
ploie sur  un  plan. 

Définition.  Nous  appellerons  rhombe  sphérique  un 
quadrilatère  ABCD  dans  lequel  les  côtés  opposes  AB,  CD 
et  les  deux  autres  AC  et  BD  se  coupent  à  90  degrés  du 
sommet  A  en  P  et  P'. 

Théorème.  Si  par  le  sommet  A  d^un  rhombe  sphé-- 
rique  (*)  on  mène  un  arc  de  grand  cercle j  la  tangente 
de  la  projection  de  la  diagonale  AD  sur  cet  arc  égale  la 
somme  des  tangentes  des  projections  des  deux  côtés  AB 
e«AC. 

FiG.    I. 


Soient  x',  y'  les  tangentes  des  coordonnées  de  B  et 
xJ\  y"  les  tangentes  des  coordonnées  de  C.  L'arc  PBC 
aura  pour  équation 

et  l'arc  P'  DB  aura  pour  équation 

7— y=;^(-^— •^")- 


(*)  Le  terme  parallélogramme  y  que  nous  évitons  à  dessein,  a  déjà  été 
employé  pour  désigner  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  se  coupent  en 
parties  égales. 


(,6 
On  tire  de  là  pour  le  point  D 


(  ^68) 
ntD 

X  =  ^'  -f-  xr 


C.    Q.     F.    D. 

Si  Ton  menait  par  le  point  A  un  antre  arc  AE  et  qu  on 
construisit  un  nouveau  rhombe  avec  AD  diagonale  du 
premier  et  AE  comme  côtés ,  la  tangente  de  la  projection 
de  la  nouvelle  diagonale  égalerait  la  somme  des  tangentes 
des  projections  des  arcs  AB,  AC,  AE,  et  ainsi  de  suite 
pour  un  nombre  quelconque  d'arcs. 

Cela  posé^  soient  OX  et  OY  deux  axes  faisant  entre  eux 
l'angle  6,  soient  a  l'angle  du  nouvel  axe  des  x  avec  l'an- 
cien et  a'  l'angle  du  nouvel  axe  des  y  avec  OX  ^  si  nous 
traçons  les  arcs  projetants  d'un  point  m  dans  les  deux 
systèmes,  ont  sera  la  diagonale  commune  à  deux  rhombes. 
Si  donc  nous  la  projetons  sur  un  arc  perpendiculaire  à 
l'axe  OY,  nous  aurons,  par  le  théorème  précédent , 

tang  proj.  Km  =r  j:  sin Ô , 

et  cette  même  tangente  égale 

or'  sin  (  0  —  a)  -h  j'  sin  (  0  —  a'  ) , 
d'où 

x'  sin  (e  — g)  4-  /'sin  (9  —  «Q 

sinQ 
On  trouve  de  même 

x'  sin  a  +  r'  sin  a' 


sinO 

Les  formules  relatives  aux  divers  cas  particuliers  se  dé- 
duisent de  là  comme  sur  un  plan. 

Simplification  de  V équation  générale  des  courbes 
sphériques  du  second  degré. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  le  moyen  de  trouver  les 


(  1%  ) 

coordonnées  du  centre  (C)  5  pour  y  transporter  Torigirnî, 
on  commencera  par  faire  tourner  Taxe  des  x  jusqu'à  ce 
qu'il  passe  au  centre  en  laissant  les  axes  rectangulaires; 

Tangle  a  aura  pour  tangente"^ 9  y'  et  x'  désignant  les 

tangentes  des  coordonnées  du  centre;  puis  on  transpor-* 
tera  l'origine  sur  le  nouvel  axe  des  x  au  point  C ,  la  dis- 
tance a  des  deux  origines  étant  donnée  par  la  formule 

tang«  =  ^y\-\-x\. 

Quand  on  applique  au  cas  du  cercle ,  la  première  trans- 
formation doit  faire  disparaître  la  première  puissance  de 
y  et  le  rectangle  des  variables  par  raison  de  symétrie ,  la 
seconde  fait  disparaître  x,  et  on  trouve  pour  équation 
transformée 

,       B'(D»  +  EM-4-2EDBF 

y'  _L_  x^  ^ - • 

•^  DE(DE  — 2BFj 

Ce  second  membre  représente  évidemment  le  carré  de 

la  tangente  de  la  distance  polaire  du  cercle  donné.  On  peut 

en  déduire 

DE(DE  — 2BF) 


cos'r 

D»E^  + 

B'D' 

4-B' 

,£. 

Si  Ton  pose 

tang'  r  z 

=  P% 

(BORGNET. 

■) 

l'équation  prendra 

la  forme 

=  p'. 

Pour  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré,  après 
avoir  porté  l'origine  au  centre,  on  pourra  faire  dispa- 
raître le  rectangle  des  variables  et  calculer  les  nouveaux 
coefficients  par  les  mêmes  formules  que  dans  les  courbes 
planes;  l'équation  de  la  courbe  sera  alors 


(  »7o  ) 
si  nous  supposons  A  et  G  positifs,  F  devra  l'être,  et  si 
l'on  pose 

F  F 

on  la  mettra  sous  la  forme 

Si  A  et  G  sont  de  signes  contraires ,  on  la  mettra  de 
même  sous  la  forme 

b'      «'- 

(BORGHET.) 

Mais ,  dans  ce  second  cas ,  on  peut  ramener  l'équation 
à  la  première  forme  en  transportant  l'origine  sur  Taxe 
des  xkgo  degrés  de  Forigine  actuelle,  si  on  a  —  i  dans 
le  deuxième  membre,  et  en  opérant  de  même  pour  Taxe 
des  y  s'il  y  a  4- 1 .  Pour  cela ,  appelant  j:'  et  y  les  coor- 
données anciennes,  et  X',  Y' les  nouvelles,  on  posera, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

2 

et 

, tangY'cosj:' 


tang/ 

CCS 


{-D' 


ce  qui  conduira  à  l'équation 

tang'  Y'       X^ 


en  posant 


ei 


(  «7'  ) 


OU ,  plus  simplement , 


Y»      X^_ 


en  représentant  tangY'  par  Y.  On  voit  donc  qu  il  n'y  a 
en  réalité  qu'une  seule  courbe  sphérique  représentée  par 


l'équation  générale  du  deuxième  degré  :  on  la  nomme 
ellipse  sphérique.  Comme  on  peut  ajouter  tt  à  un  arc  sans 
changer  sa  tangente,  il  s'ensuit  que  l'équation  (i)  repré- 
sente deux  courbes  égales  aie,  a'  i'c';  si  l'origine  est  au 
point  O  ou  O',  on  a  Féquation  [i)\  si  elle  est  au  point  D 
à  égale  distance  de  O  et  de  O'  sur  l'axe  des  X,  on  a  l'é- 
quation 

y»  _^  ar»  _  ^ 

ei  D,  D'  seront  deux  nouveaux  centres*,  enfin,  si  l'on 
porte  l'origine  sur  l'axe  des  /  au  point  L  ou  L'  à  égale 
distance  de  O  et  de  O',  l'équation  prendra  la  forme 


(  17»  ) 
et  les  points  L ,  U  seront  deux  nouveaux  centres.  Nous 
trouvons  donc  six  centres  5  si  le  calcul  n'a  donné  que  trois 
solutions,  c'est  parce  que  deux  points  diamétralement 
opposés  ont  les  mêmes  coordonnées.  On  reconnaît  aussi 
que  ces  trois  points  sont  placés  aux  sommets  d'un  triangle 
trirectangle.  (Borgnet.) 


PROBLÈME. 

TrouTer  le  lieu  géométriqne  des  centres  des  sections  faites  dans  nn  cine  dn 
second  ordre  par  une  suite  de  plans  passant  tons  on  par  nn  mènM  point 
on  par  une  même  droite; 

Par  mm.  MARQUET  et  DALICAN  , 

Candidats  à  l'École  Normale  supérieure. 


PREMIERE    PARTIE. 

Voici  la  méthode  générale  qu'il  faut  suivre  dans  le  pre- 
mier cas  : 
Soient 

/(^,  J,2)==0 

l'équation  d'une  surface  du  deuxième  degré  ; 

M  =  0     ' 

l'équation  générale  du  plan  passant  par  le  point  donné  j 
cette  équation  renferme  deux  paramètres  arbitraires.  En- 
tre ces  deux  équations,  on_éliminera  une  des  trois  varia- 
bles, z  par  exemple,  on  aura  ainsi  une  équation  entre  x 

/(x,/)  =  o, 

ëqualîoD  de  la  projection  de  la  courbe  d'intersection  sur  le 
plan.  Les  coordonnées  du  centre  de  cette  courbe  seront 


(  >73  ) 
déterminées  par  les  équations 

entre  ces  deux  dernières  équations  et  l'équation 

M  =  o, 

on  éliminera  les  deux  paramètres  arbitraires ,  et  on  aura 
une  seule  équation  en  x^  y  el  z  qui  sera  celle  du  lieu 
cherché.  On  voit  donc  de  suite  que  le  lieu  cherché  est  une 
surface. 

Appliquons  celte  méthode  au  cône. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  sommet  du 
cône  soit  à  l'origine,  et  que  son  équation  soit 

(î)  Pa?»  -h  F/»  —  P"2»  =  o. 

Il  faut  au  moins  qu'un  des  trois  coefficients  soit  né* 
gatif. 

Soient  (^,  j',  z')  les  coordonnées  du  point  donné;  l'é- 
quation générale  du  plan  sécant  est 

(2)  a(x^£)-^b{x  —  X')  —  («  — ^')  =  o. 

Portant  la  valeur  de  z  dans  Téquation  (i),  on  obtient 
l'équation 

(F  —  «» P")  ar»  +  (P'  —  ^'  P")  y^  —  T.ab  V"  xy 
H-  2P"(aa/H-ô/  +  2')flf^4-2P^(^r'+  by''{-z')by    =0, 
^V"[aaf  +  by  -^-zj 

qui,  jointe  à  l'équation  (2) ,  représente  la  courbe  d'inter- 
section. Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

(3)  fl>(ar~a:')--.«ôO-.  j')-»-«3'  +  p^,x  =  o, 

P' 

(4)  b^[y-x')  —  ab{x^x')  +  bz'  +  :^,y  =  o. 


(  -74  ) 
Eliminant  a  et  b  entre  les  trois  équations  (2),  (3), 
(4) ,  on  obtient 

P  J?»  -h  P' J»  -h  P'  «»  —  P  ar'o:  —  P'/f  -^  P"  «'a  =  O. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  surface  du  second  degré 
Les  coordonnées  du  centre  sont 

—  £       —  21'      —  f! 

ce  qui  indique  que  ce  point  est  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  point  donné  au  sommet  du  cône. 

Si  l'on  prend  le  centre  pour  origine,  on  obtient 

4  (  Par»  4-  P'r' — p"  «»)  =  p^»  -h  p'y  *  —  F"  «'% 

l'on  a  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes 
selon  que  le  second  membre  est  positif  ou  négatif^  l'hy- 
perboloïde  et  le  cône  ont  un  élément  rectiligne  commun 
et  passant  par  le  centre. 


SECONDE    PARTIE. 

Dans  le  cas  où  le  plan  sécant  passe  par  une  droite  don- 
née, la  méthode  générale  est  la  suivante  : 

Soient 

F(ar,/,  a)r=o 

l'équation  d'une  surface  du  deuxième  degré  ; 

les  équations  de  la  droite  donnée^  Téquation  générale  des 
plans  passant  par  cette  droite  est 

X  —  az  — /?  =  X(^  —  bz  —  q). 
Entre  cette  équation  et  celle  de  la  surface ,  on  éliminera 


(  175  ) 
une  des  variables,  x  par  exemple,  on  aura  une  équation 

f[y,z)  =  0 

qui  représentera,  conjointement  avec  l'équation  du  plan, 
la  courbe  d'intersection.  Entre  les  équations 

du  centre  de  la  courbe  et  l'équation  du  plan ,  on  élimi- 
nera l'indéterminée  X ,  on  aura  un  système  de  deuic  équa- 
tions en  X,  ^.,  2  qui  seront  les  équations  du  lieu;  donc 
le  lieu  sera  une  courbe. 

Application  au  cône. 
Soit  donc 
(i)  Px'-hPy  —  P"z»  =  o 

l'équation  du  cône.  Eliminant  x  entre  cette  question  et 
celle  dtt  plan  variable,  il  vient 

P'    ,      P"  ,  l=o. 


(^) 


Les  coordonnées  du  centre  sont  données  par  les  équa-^ 
tions 

(3)        x>tr-dz-9)  +  M««+/>)  +  ^r  =  o, 

(v3(r-^2-5')  —  M«(r-*«-^)—^  («3  4-/^)1 
(4)1  '  /.   .    >  .  P" 


—  fl(fl«-f-/?)H-~z=o; 


d'où  l'on  tire 

p/  p// 

(5)     Xfl(^— ôz— 5F)-|-fl(flz-h/?)4-p-  ô/  — — z  =  o. 


(  «76  ) 
Eliminant  successivement  A  entre  Téquation  du  plan 
variable  et  l'équation  (5) ,  on  obtient 

P' 

(6)  (x—az-^  p)x  -I-  —  (j  —  es  —  çr)^  =  o, 

Ce  sont  les  équations  de  l'intersection  d'une  surface  du 
second  ordre  par  un  plan  ;  ainsi  le  lieu  cherché  est  une 
conique  plane. 

Remarque.  Il  resterait  maintenant,  pour  compléter  la 
question,  à  examiner  ce  que  devient  le  lieu  dans  les  cas 
particuliers  où  la  droite  passerait  par  le  sommet  du  cône, 
serait  une  génératrice,  etc.,  mais  l'étude  de  ces  cas  par- 
ticuliers n'offre  rien  de  remarquable. 

Note  du  Rédacteur,  La  théorie  des  polaires  récipro- 
ques (principe  de  dualité)  donne  ce  théorème  : 

Soient  donnés  :  i°  un  cône  du  second  degré;  2°  un 
point  fixe-,  3^  un  plan  fixe.  Par  le  point  on  mène  un  plan 
quelconque  qui  coupe  le  cône  suivant  une  conique,  et  le 
plan  fixe  suivant  une  droite  5  le  lieu  du  pôle  de  cette 
droite  relativement  à  la  conique  est  un  hyperboloïde  dont 
le  centre  est  dans  le  plan  fixe. 

Les  deux  propriétés  énoncées  ci -dessus  pour  le  c^e 
subsistent  pour  une  surface  quelconque  du  second  degré; 
c'est  d'une  évidence  intuitive  pour  la  sphère;  et  par  les 
procédés  métamorphiques  on  passe  de  la  sphère  aux  autres 
surfaces  •,  toutefois  une  démonstration  générale  directe  est 
à  désirer. 

Lorsque  la  droite  se  transporte  à  l'infini ,  on  a  des  sec- 
lions  parallèles.  Cette  propriété  est  dans  tous  les  traités 
élémenlaires. 


(  '77  ) 


8«L11TI«N  DE  U  m&Tim  428  (\ANN80N) 

(TOir  p.  46); 

Par  m.  Abbl  DE  BOISGHEVALLIER , 

Ûlève  du  lyvée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie). 


Soient  O ,  O'  deux  ceccles  se  touchant  extérieurement 
et  satisfaisant  aux  trois  conditions  énoncées.  Les  triangles 


isocèles  MKO,  BKO'  étant  ëquiangles,  MO  et  BO'  sont 
parallèles  ;  de  même  OA  est  parallèle  à  O'N,  et  Ton  a 

MOA  =  N(yB  =  QSP 

(angles  de  même  espèce  dont  les  côtés  sont  perpendicu- 
laires). Dans  le  triangle  isocèle  O'NB,  Tangle  à  la  base 
est  le  complément  de  la  moitié  de  Pangle  QSP]  il  en  ré- 
sulte 

QSP 

2 


BNP: 


Donc  NB  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  Fangle  QSP  5  pa- 
reillement MA  est  parallèle  à  cette  bissectrice. 

Ann.  de  Mathémat.,  t.  XYII.  (Mai  i858.>  I  2 


(  .78  )  ■ 

Si  par  le  point  K  on  mène  KG  parallèle  à  la  bissectrice 
de  QSP ,  on  a 

MC      MtL       OK  _  n 
CN"~BK  ""CK^^* 

G  s'obtient  en  divisant  MN  en  deux  segments  dont  le  rap- 
port est  T)  et  le  point  K  se  trouve  sur  la  parallèle  menée 

par  le  point  G  à  la  bissectrice  de  QSP. 
En  outre 

NKM  =  2^  —  NKB  =  2^  —  5?£. 

2     ' 

donc  en  décrivant  sur  MN  un  segment  capable  de  T angle 

OSP 
2^  —  -î^ — >  on  a  un  second  lieu  du  point  de  contact  des 

deux  cercles. 

Construction,  On  joint  les  deux  points  donnés ,  sur  la 
droite  tracée  on  décrit  un  segment  de  cercle  capable  du 
supplément  de  la  moitié  de  Fangle  des  deux  droites;  on 
partage  la  droite  qui  limite  les  points  donnés  sur  les  deux 
droites  en  deux  segments  additifs  proportionnels  aux  nom- 
bres donnés  a ,  &.  Par  le  point  ainsi  obtenu ,  on  mène  une 
parallèle  à  la  bissectrice ,  et  son  intersection  avec  la  cir- 
conférence détermine  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 
En  joignant  les  points  donnés  à  cette  intersection  et  pro- 
longeant jusqu'à  la  rencontre  des  parallèles  à  la  bissec- 
trice meiiée  par  ces  mêmes  points ,  on  forme  deux  triangles 
inscrits  dans  les  cercles  cherchés. 


SOLUTION  DE  U  «UESTION  413 

(voir  p.  81); 

Par  mm.  CORMET  et  G.  LEGEANDAIS, 

Élèves  du  lycée  Louis-le-Grand. 


Soient  F  et  D  le  foyer  et  la  directrice  correspondante 
d'une  conique  ;  Ai ,  At^  deux  points  fixes  sur  ia  conique 
et  M  un  point  variable  aussi  sur  la  conique  ;  les  droites 
MAi ,  MAj  rencontrent  respectivement  la  directrice  aux 
points  P  et  Q ,  la  distance  PQ  ^esl  vue  du  foyer  F  sous 
un  angle  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 
sur  la  conique .  (  Faure.  ) 

Cette  question  se  résout  très-facilement  en  s 'appuyant 
sur  cette  propriété  si  connue  des  courbes  du  second  degré  : 


Soit  une  sécante  quelconque  MAj ,  F  un  foyer,  DD'  la 
directrice  correspondante ,  la  ligne  FP  qui  joint  le  foyer  F 
au  point  P  où  la  sécante  coupe  la  directrice  est  bissectrice 
de  Tangle  Ai  FK  extérieur  au  triangle  MAj  F. 

De  même  FQ  est  bissectrice  de  l'angle  A,  FK. 

Mais 

«^^       ^r.^       ^«^       A.FK      AaFK       A,  FA. 
PFQ=:  PFK  —  QFK  =  ^ — r =  -^ -; 

donc  Tangle  PFQ  est  constant  etégal  à  la  moitîéde  Ai  FA, 

c.    Q.    F.    D» 
12. 


(  >8o) 

Note,  M.  Aignant  fait  la  remarque  que  lorsque  la  droite 
Al  At  passe  par  le  foyer^  Fangle  constant  est  droit. 

MM.  Carenou,  Laquières,  Feneon,  élèves  du  lycée 
Saint-Louis ,  Bonnet ,  élève  de  Tinstitution  Mayer,  Ai- 
gnant,  élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  David), et 
Chanson ,  élève  du  lycée  de  Versailles ,  ont  résolu  la  même 
question. 

M.  A.  James,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Versailles, 
applique  le  même  raisonnement  à  Tellipse  sphérique. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  413 

(TOirp.  17»); 

Par  m.  BERGIS, 

Élève  du  lycée  Gharlemagne  (institution  Maftsin). 


Soit  l'équation  de  la  conique 
,_ P 


I  —  ecosa 
et 

ecosa 

celle  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  pris  pour 
pôle. 

Soient  r',  a'  les  coordonnées  du  point  Ai  5  r",  a"  celles 
de  At  \  p',  w'  celles  du  point  variable  M. 

D'après  une  formule  connue ,  l'équation  de  MAi  sera 

.    _  pVsin(6)^  — g^) 

°      r'sin(w  —  a!)  —  p'sin(ot>  —  »') 
ou 

pVsin(a)^--a^) 

^       (/cosa'  —  p'cosw')sina  -{-  (p'sinw'  —  / sin  a' )  ces  a ' 

La  coordonnée  angulaire  du  point  d'intersection  P  de 


(  i8.  ) 

I     cette  droite  avec  la  directrice  sera  donnée  par  la  formule 

! 

ep' r^ain  (w'  — -  a!)  -h  (p'  sin  w'  —  /  sina')  p 

:        '«»g-.  =  — '^ (/cesa'-Vcos»')p -' 

OU  bien,  en  exprimant  que  les  points  Ai ,  At ,  M  sont  sur 
la  conique,  on  a ,  réductions  faites  ^ 


cosa'  —  cosw' 
ou 


taDg  w,  =  — 


tang-(a'-t-w') 


De  même  MAt  coupera  D  en  un  point  Q  dont  la  coor- 
donnée angulaire  sera  donnée  par 

I 
tang6)3  = — — -• 

tang  i  (a"-hw"). 

L'angle  sous  lequel  la  distance  PQ  est  vue  du  foyer  F  est 
la  différence  des  angles  oDi  et  oi>s.  La  tangente  de  cet  angle 
sera  donc  donnée  par 


Ung i  (a"  -h  »'  )       tang  i  (a'  -h  «'  ) 

2  2 


tang  -  (a"  -h  w'  )  tang  -  (a'  -h  w') 
ou 

2  ^  .        ^ 

an  I  (a'  4-  «M  sin  -  (a"4-  w')  -hcos  -  (a'  -f-  w')  ces  -(a"-f.  */) 

2^  2"  2  '2 

ou  enfin 


tang^(a'-«"), 


quantité  constante. 


(  i8»  ) 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Note  du  Rédacteur,  M.  Richard  Oxamendi  considère 
les  polaires  des  points  P  et  Q,  elles  passent  par  F  et  sont 
respectivement  perpendiculaires  à  PF  et  QF  \  les  droites 
PF,  la  perpendiculaire  à  PF  en  F,  les  droites  FA  ,  FM 
forment  un  faisceau  harmonique  :  un  angle  étant  droit 
dans  ce  faisceau,  Fautre  est  bissecté,  etc. 


SOLUTIQN  BE  Li  OIIESTION  301 

(TOlr  t.  XIV,p.  Ml); 

pae  m.  chanson. 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson). 


Un  dé  est  un  cube  portant  sur  chaque  face  des  trous 
nommés  points.  Ses  faces  opposées  sont  i  et  6 ,  2  et  5 ,  3 
et  4.  Les  points  sont  placés  de  manière  que  le  centre  de 
gravité  de  chaque  face  coïncide  avec  son  centre  de  figure; 
le  centre  de  gravité  du  dé  n'est  pas  à  son  centre  de  figure. 
Trouver  la  distance  du  centre  de  gravité  à  chaque  face ,  en 
supposant  que  chaque  trou  enlève  une  portion  de  volume 

représentée  par  -  du  volume  total ,  et  p  ^  21 . 

Soient  A  le  cube  donné  et  a  son  côté.  Le  volume  du  dé  est 


"■(-t)- 


Or  le  moment  du  dé  par  rapport  à  une  face  quelconque, 
la  face  qui  contient  6  points  par  exemple,  est  égal  au 
moment  du  cube  par  rapport  à  la  même  face,  moins  la 
somme  des  moments  des  trous. 

Si  j'appelle  x^^  la  distance  du  centre  de  gravité  cherché 
à  la  face  (6) ,  le  moment  du  dé  par  rapport  à  cette  face 


(i83) 
est 


«'(.-7)-^ 


le  moment  du  cube  par  rapport  à  la  même  face  est 

a^  •  — 

Quant  à  la  somme  des  moments  des  trous,  je  peux 
Févaluer  en  évaluant  séparément  la  somme  des  moments 
des  trous  de  chaque  face  et  ajoutant  ces  sommes. 

Or,  puisque  le  centre  de  gravité  de  chaque  face  coïncide 
avec  son  centre  de  figure,  j'obtiendrai  la  somme  des 
moments  des  trous  d'une  face  quelconque,  en  multipliant 
la  somme  de  leurs  volumes  par  la  distance  à  la  face  (6) 
du  centre  de  figure  de  la  face  considérée.  Ainsi  donc  la 
somme  des  moments  des  trous  par  rapport  à  la  face  (6) 
sera 

—  •  «  +  ^ 1 1 -\ •  — 

p  p2p!ip!lp2 


J'ai  donc  l'égalité 


fp  —  21  —  4  —  3—2  —  5> 

2p  ; 

d'où 


[/?  —  (1  -h  2  4-  3  +  4  -f-  5)  —  t] 


2(/>  — 21) 
ou 

Je  vois  alors  une  loi  se  manifester  et  j'aurai  de  même . 
-par  analogie ,  en  appelant 


(  »84  ) 
les  distances  du  centre  de  gravité  aux  faces  5,  4>  3,  a,  i, 


Xft 

2(/>- 

...)^^P 

■2l)+-5- 

-al. 

^4: 

a 

..)^^P 

•21) +  4- 

-3J, 

a 

\(  n 

-2l)  +  3- 

-4], 

^(P- 

ai)"'' 

Xi 

a 

..^^^P- 

-2l)-4-2- 

-5], 

X, 

a 

..0^^"- 

-21)  -h  1 

-6}. 

On  vérifie  du  reste  imméaiatement  que  la  somme  des  dis- 
tances à  deux  faces  opposées ,  c*est-À-dire 

Xx  H-  Xg     00     a?j -4-  JTs     ou     x^-^x^y 

est  égale  au  côté  du  cube  a. 

Nous  remarquerons  aussi  que  la  face  la  plus  voisine  du 
centre  de  gravité  est  la  face  (1)  et  que  la  plus  éloignée  est 
la  face  (6).  Cette  dernière  est  donc  celle  qui  aura  le 
plus  de  chances  à  se  présenter  au  joueur. 

Le  rapport  entre  la  distance  maximum  et  la  distance 
minimum  est 

x^  __p^\6 
Xi       p  —  26 

Il  est  facile  de  déterminer  ce  rapport  très-approxima- 
tivement  pour  un  dé  donné. 

11  n'y  aura  qu'à  mesurer  le  volume  du  dé  au  moyen  de 
la  balance  hydrostatique,  d'abord  tel  qu'on  le  donne, 
ensuite  en  bouchant  les  trous  avec  un  mastic  imper- 
méable et  de  manière  que  la  surface  de  chaque  face  reste 
bien  plane.  La  différence  entre  les  deux  donnera  la  somme 
des  volumes  des  trous  5  et  divisant  par  21,  on  aura  le  vo- 


(i85) 
lume  d'un  trou  dont  le  rapport  au  Yolfiine  du  cube  total 

donnera  la  fraction  -9  et  par  suite  le  nombre  p. 

Ayant  fait  cette  opération  sur  un  dé  dont  le  côté  était 
de  i5  millimètres ,  j'ai  trouvé  que  p  était  égal  à  iZ'jZ. 
Cela  donne  alors  pour  le  rapport  considéré  : 

X, i356 678 

Xx         1346         678 


QUESTIONS. 


431.  ABCDEF  est  un  hexagone  inscrit  dans  une  cir- 
conférence. Si  Ton  pose 

AB  =  a,     CD  =3,     EF  =  c, 

CF  =  A,     BE=rB,     AD=C, 
on  aura 

ABC  =  flô  A  H-  3^'  B  -f-  ce'  C  +  abc  -h  a'  b'  d . 

(Prouhet.) 

432.  Déterminant 

I.2.3.4-*  n. 

2.3.4'5...  /i»i 

3.4-5.6...  2.1 


n —  I .«.  1 .2. 
n. 1.2.3. • . 


/i—  2 
/i—  I 


2 


-f-  si  71  est  de  la  forme  ^p  ou  4;>  4- 1  ; 

—  si  »  est  de  la  forme  4;>  4-  a  ou  4/>  -t-  3.  (Paiwviw.) 

433.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  aux 


(  «86) 
triangles  ayant  pour  sommet  Tun  des  foyers  d'une  co- 
nique et  pour  base  une  corde  passant  par  Tautre  foyer  *, 
le  centre  est  sur  la  parallèle  à  l'axe  focal  menée  par  le 
milieu  de  la  corde.  (Rouché.) 

434.  L'équation 

n  n,n  —  i 

I  2 

a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  qu'on  trouve  de 
variations  de  signes  dans  la  suite 

(NEvrrOH.) 

Note.  La  démonstration  d'Euler  (Introduction  au 
calcul  infinitésimal)  n'est  pas  satisfaisante. 

(GENoccai.) 

435.  Sur  les  longueurs  OA,  OB,  OC,  données  dans 
l'espace,  on  prend  respectivement  les  points  a,  ï,  c;  les 

rapports  —f  —  sont  donnés.  Trouver  :  i°  l'enveloppe 

du  plan  abc  ;  a®  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle 
abc. 

436.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  droite  dont  la  somme 
des  carrés  des  distances  à  deux  points  fixes  est  donnée? 

437.  Oi  est  une  circonférence  décrite  sur  un  rayon  de 
la  circonférence  O  comme  diamètre-,  on  fait  rouler  O 
autour  de  Oi.  On  demande  :  i°  le  lieu  décrit  par  un  point 
quelconque  du  plan  do  O;  2^  l'enveloppe  d'une  droite 
quelconque  liée  invariablement  à  la  circonférence  O. 

(Mawnheim.) 

438.  Démontrer  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  du  centre  d'une  circonférence  O  sur  les 


(  i87  ) 
tangentes  à  la  déifeloppante  D  de  cette  circonférence  est 
une  spirale  d' Archimède .  (  Màiï nheim  .  ) 

439.  On  donne  le  périmètre  et  Taxe  d'une  ellipse, 
calculer  l'autre  axe  soit  par  une  série  convergente,  soit 
par  des  approximations  successives. 

440.  Démontrer  l'identité 


«1+  <Ï2-4-<Ï3  4--  •. 

+  fli. 

«„(«oH-«i-4-«î-t-.  . 

.-t-û„) 

«l 

I                        "*' 

«0 

(«0-h^ 

,)    '    (flr,-h  fl,)  [a^-^a 

.4-«i) 

1                                  "** 

-h... 

[a^-^ax-^  a^){a. 

4-  rt|-t-û 

.-f-«s) 

_j_       _ 

«n 

(û^o-t-^i  +...-+•  û»-i)(ûo  +  «i -♦-••.+ û») 

(Werwer.) 

441.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  consécutifs  ne 
peut  être  une  puissance  parfaite  lorsqu'un  de  ces  nombres 
est  premier  absolu.  (Mathieu.) 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  410  ET  4H  (PROUHET) 

(voir  t.  XVI.  p.  406); 

Par  mm.   Emile  MATHIEU,  le  Gapitai9e  FAUREt 
GROLOUS  ET  TARDY  (Gênes). 

Si  l'on  désigne  par  D  le  déterminant  : 

COS/za«    C0S(/I  — l)ao     C0s(«  —  2)  a«.  .  .  C08  0«« 

oos/to(|    cos(« — i)«i    co8(/i  —  a) a,...  coso«i 

cos/ta,    cos(/i  —  i)a,     cos(/i  —  2)a,. . .  cosoat 

COSAa^    C08(«— i}a^     cos(/i— 2«)a«    ..      cosoa^ 


et  par  D|  le  déterminant 


(i88) 


COS*  a«  COS"~*  a,  COS'^'  a« . 
cos*  a,  cos"^'  a,  cos"~'  ai . 
COS*  a,     COS"""'  a,     COS"~*  a, . 


COS*a« 
COS*  a, 
COS*  as 


cos''a„     cos^-'a^     cos^^^a,...  cos*a„ 
on  aura 

D  =  2      *       D,. 
En  second  lieu ,  si  Ton  désigne  par  Ds  le  déterminant 

sin  (  /t  +  I  )  ao     sin  /?  a» . . .  sin  ao 

sin  (  /?  +  I  ) a,     sin  n  a. . .  .  sin  ai 

sin  (/z  +  I  )  a,     sin  /z  a, .  . .  sin  a. 


sin(/i  H-  i)  a„    sin  «  a„ 


sma„ 


on  aura 


"(w— ') 


D,  =  2 


smaosina,.  .  .  sina^D,. 


Commençons  par  rappeler  la  formule 

52"-' cos" a,  =  cos nota -h  « cos  (/i  —  2 ) a, 
-J ^ ^cos(/i  — 4)«o-t-. 


1 .2 


Ensuite  aux  éléments  de  la  première  colonne  du  déter- 
minant D,  ajoutons  les  éléments  des  colonnes  de  rang 
impair  multipliés  respectivement  par  les  coefficients  du 
second  membre  de  l'équation  (m);  puis  agissons  d'une 
manière  analogue  pour  les  autres  colonnes  :  il  est  clair 
que  le  déterminant  D  pourra  s'écrire  de  la  manière  sui- 


(  «89) 


vante 


2*~'  cos"  a,     2"""'  cos""*  a,     2"—'  cos""*  a, .  .  .     cos'ai 

2"""'  COS"  Otn     2»""^  cos""  '  a„     2»-'  cos""*  a„ .  .  .      cos*  a„ 
Par  conséquent  nous  aurons 

j)  --.2(«-' )+(»-»)+•  ••+»+!  D,. 

ou 

>»(n-i) 

D  =  2       ^      D,. 

Pour  démontrer  la  formule  de  la  deuxième  question , 
nous  rappellerons  la  formule  suivante  : 

sin  (/i  -h  I  )  «•  =  («  4-  I  )  ces"  a^  sin  olq 


I  .'2 . 3 


cos""'*  oLo  sin'  a»  -*- . .  . , 


qui  se  déduit  immédiatement  de  celle  de  Moivre.  Si 
nous  remplaçons  sin' a,  sin* a,  etc.,  par  i  —  cos'  a, 
I  —  cos*  a  -h  cos*  a ,  etc.,  cette  formule  pourra  s'écrire 


{- 


/H-I-+ 


(/iH-i)/i(/î  — i) 


n         ■  1.2.3 

Q{«-hi)a«=sinao^  *|        (/i«M)/t(/i  — i)(/i  —  2)(/t  — 3) 

I .2.3.4.5 


Jl 


A  cos"-^  ao  -+-  B  cos"-<  ««  -+- .  < 


ou 


sin  (/H-  I  )  oo  =  sin  Oo  (2" cos"  a©  +  A  cos"~*ao  H-  Bcos'^^a*-!- . . .). 

Remplaçons  dans  le  déterminant  Df  les  sinus  qui  y 
entrent  en  fonction  de  cos  a^ ,  et  faisons  sortir  en  dehors 
du  déterminant  les  facteurs  sin  ao,  sin  ai  etc.,  communs 
respectivement  aux  éléments  de  la  première  ligne ,  de  la 


X 


(  Ï90  ) 
deuxième,  etc.,  Ds  deviendra 

sina^sin  a^. . .  sina„ 
a"  cos"  a»  -h  A  cos""*  a^  4-  B  cos"*"*  -H . . .     a"~*  cos"~ '  a,  -h  A' cos*^'  «o  "+-  •  •  •    ^^' 
a"  cos"  a»  4-  A  cos""*  a  »  -h  B  cos""*  -+-...     a"""'  coa""'  a»  4-  A'  cos""'  aj  -+- . . .     cos* 

a*co8'*a„-+-Aco8"~*a„-»-Bco8"~*4-...     a"~'ooB*"'o,4-A'co»*^'ae^H-. ..    cos' 

Or ,  d'après  un  principe  du(juel  nous  nous  sommes  déjà 
servis ,  nous  pourrons  supprimer  les  derniers  termes  de 
ces  éléments,  puis  les  avant-derniers,  et  ainsi  de  suite, 
de  manière  que  chaque  élément  ne  contienne  plus  que 
son  premier  terme. 

Faisons  ensuite  sorûr  les  puissances  de  a  «n  dehors dn 
déterminant,  nous  aurons  enfin 

n(n4-i) 
D3=:2      ^       slna«sinai.  .  .  sinanDi. 


SOLUTION  DES  QUESTIONS  408  ET  409. 

(Tofrt.  XVI,  p.  402); 


Question  408. 
Faisant 

a,  =  o, 

le  déterminant  ayant  deux  lignes  égales  s'annule  ]  donc 
D  a  pour  facteur  a^  ;  on  démontre  de  même  qu'il  a  pour 
facteur  a^ ,  etc  \  d'ailleurs  les  exposants  ne  peuvent  dé- 
passer l'unité;  donc 

D=:«,  r7j.  .  .  On'y 

on  voit  aussi  que  le  coeflScient  est  i , 


(  '9>  ) 

Question  409. 
Faisant 

«I  =  0, 

on  revient  au  déterminant  précédent;  donc  il  existe  un 
terme  aiaia^,.,an.  Faisant  ensuite 

«2  =  0,  • 

on  obtient  le  terme  axaiai,.,.anj  et  ainsi  de  suite. 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  403 

(TOir  p.  117); 

Par  m.   p.  CHALLIOT, 

ElèTe  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson). 


Quelle  est  la  forme  générale  de  l'équation  des  surfaces 
qui  passent  par  le  point  {x\  j\  ^')  et  par  Tintersection 
des  deux  surfaces 

*  f{^»yy  2)  =  o,    <p(^,r»  «)  =  o? 

Soit  F  une  fonction  quelconque  de  x,  j^,  ^5  X  unein- 
déterminée  arbitraire. 

L'équation  générale  des  surfaces  passant  par  Tintersec- 
tion  des  deux  surfaces  proposées  pourra  être  représentée 
par 

/(*>  r>2)"+-^*''(^»  r»  «)<p(^>r>  z)  =  o. 

Exprimons  que  le  point  [x'^y\  z')  est  sur  la  surface 
d'où 


F(x',/,z')ç(y,y,0 


Par  suite  l'ëquation  demandée  est 

/(x',  y,  zT)  -  F(x',  /',  z')  '  ?{x',/,  z') 


SOLDTION  DE  L4  QUESTION  40S 

(TOIr  t.  XVI,  p.  401); 

Par  m.  g.  SOUILLART, 

Ancien  élèTe  de  l'École  Normale, 

Et  m.  Émilb  MATHIEU, 

Professeur. 


Étant  donnée  l'équation 

=  X«H-Y»-f-Z*  — 3XYZ, 

trouver  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,y,  z, 

Le  polynôme  x*  -I-  y*  -i-  -s'  —  ix/z  peut  être  mis  sous 
la  forme  d^un  déterminant. 
On  a 

.r^  4-  /^  -+-  z*  —  3xyz  =  -r- 


de  même 


j^'      z'      JC' 


On  aura  donc 

(a:3  -H  J.3  ^_a:»  —  3a:jz)  (.r'^  4-  y^  4.  «'3  _  3^/  ^^^j') 

yx^  4-  zj'  4-  j:z'     y  y'  +  «z'  -h  ^x'     yz'  -}-«?'  +  j?/' 
z.r'  H-  xf  -i-  jz'     zjr'  -h  xz'.  ^yx'     zz'  H-  .rjr'  ■+•// 


Sir. 


on 


pose 


(  '93  > 

y  =  x/  -h  yz'  -f-  zjc\ 
Z  =  .xz'  -h  yx'  4-  zy'  (*), 


le  déterminant-produit  devient 


X  Y  Z 
Z  X  Y 
Y     Z     X 


X  Y  Z 
Y  Z  X 
Z     X     Y 


=rX3-hY=^-fZ*— 3XYZ, 


Les  valeurs  précédentes  de  X ,  Y,  Z  répondent  donc  à 
la  question. 
La  formule 

=  X^  -h  Y^  -h  Z^  —  3XYZ , 
dans  laquelle 

X  =  xx  -4-  yy'  -f-  zz',  ^ 

Y  =  .ï?x'  -h/z'  -h  zx'y 
Z  =  .rz  '  4-  j.r'  +  zy' , 

est  un  cas  particulier  de  la  formule 


y     z     u     V.  , 

r 

s 

t 

x' 

y'     z'     u 

'...     / 

s' 

t' 

z      u      V.  ,  , 

s 

t 

X 

y 

z'     w'... 

s' 

t' 

x' 

«     c... 

t 

X 

y 

X 

z' 

a'     v\  .  , 

f 

x' 

y' 

X     y     z.,. 

r 

s 

/' 

x'     y'     z 

/ 

s' 

X 

Y 

z 

U. 

.  . 

R     S     T 

z=z 

Y 

Z 

U 

V. 

S     T     X 

T 

X 

Y 

z  . 

R     S 

{*)  Ce  résultat  est  énoncé  dans  VÀJgèbre  de  M.  Bertrand  ,  2^  édition. 
Ann,  de  Mathématiques^  t.  XVU.  (Mai  i858.)  l3 


(  '94  ) 

dans  laquelle  un  pose 

X  =  j:r'  -h  ys'  -f-  zr'  4-  ...  4-  Aj'  -h  /.*•', 
Y  =  xx'-i-  yt'  -+-  Z5'  -f- . .  .  4-  Jz'  -h  <r'» 
Z  =  Tj'-f-  JJr'-f-  2^'  4- .  .  •  -+-  .ïJ^'  -H  ^A-', 

Par  exemple ,  si  les  déterminants  sont  du  quatrième 
ordre ,  on  a 

—  x^  H- j'  —  2*  ■+-  w*  —  l^  y'^xz  —  4  J^w'^X 
4- 4**  J"  "+"  4j'^2*~^"  2-^^' — 2tt'j'        y 

^  \ 4-  4^''/  tt'  4-  4  r'  u'  z'-"  4-  237'» 2'»  —  2a"y '        / 
=  -  X^  4-  Y*  —  Z^  4-  U^  —  4 Y'  XZ  —  4  XU-'Z 
4-  4X»  YU  4-  4YUZ'  4-  2X'Z  —  2U'Y% 


eu  posant 


X  =  xu  4-  yz'  4-  zy^  4-  v,x' , 
Y  =  ara?'  4-  ^w'  4-  «z'  4-  «/, 
Z  =  x>-'  4-  yx'  4-  ztt'  4-  u'  z', 
U  =  xz'  -¥  yy'  4-  «oî'  4-  ««'. 


OBSERVATIONS  SUR  LA  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  (93 

(Toir  pagre  79)  ; 

Par  m.  DEWULF. 


L'équation 


D  =  o 


se  vérifie  par  des  calculs  qui  ne  sont  ni  longs  ni  com- 
pliqués (t.  XVII,  p.  8i). 
En  effet 


rf<J) 

dA 

d.f 

rfA 

d^ 

rfA 

d. 

d.T, 
■dà 

y= 

dy, 
d^ 

dy, 
dû. 

z'  — 

dz. 

dz, 
dà. 

rfr. 

dy. 

do-.. 

dx. 

dx. 

dx. 

(  '95  ) 
Doue 

De  même  ' 

Les  deux  premières  colonnes  de  —  D  sont  donc  identi- 
ques ,  et,  par  suite, 

D  =  o. 


SOLUTION  DE.  LA  QUESTION  425  (HOLDITSGH) 

fToirpaee  S3); 

Pak  mm.  Marius  LAQUIÈRE  et  Georges  FÉNÉON, 
Élèves  du  lycée  Saint-Louis. 


Le  grand  axe  d'une  ellipse  étant  dans  une  position  ver- 
ticale ,  toute  droite  homogène  pesonte  passant  par  le  loyer 
et  s' appuyant  par  ses  deux  extrémités  sur  l'ellipse  est  en 
équilibre. 


Je  cherche  la  condition  nécessaire  pour  que  la  droite 
MN  homogène  et  pesante  appuyée  par  ses  deux  extrémités 
sur  les  droites  MA ,  NA  inclinées  des  angles  a  et  |3  sur 
Fhorizon  soit  en  équilibre. 

La  droite  peut  être  considérée  comme  soumise  à  trois 
forces  :  à  son  poids  P  appliqué  en  son  milieu  G,  et  aux 
deux  résistances  normales  des  deux  plans.  Pour  l'équi- 
libre ,  ces  forces  doivent  concourir  sur  la  verticale  menée 

i3. 


(  '96  )  • 

parle  milieu  de  la  droite.  Cette  condition  géométrique, 
qui  n'est  réalisée  que  d'une  seule  mîanière,  caractérise  la 
position  d'équilibre  (*). 

'    La  question  est  donc  ramenée  à  chercher  les  conditions 
auxquelles  doit  satisfaire  la  droite  appuyée  sur  l'ellipse 
pour  que  les  deux  normales  concourent  sur  la  parallèle 
au  grand  axe  menée  par  le  milieu  de  la  droite. 
Soient 

l'équation  de  Tellipse,  et 

(I)  y  =  m{M-k) 

celle  de  la  droite,  A-  étant  l'abscisse  à  l'origine  que  nous 
déterminerons  par  la  condition  d'équilibre. 

Les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  cette  droite 
avec  l'ellipse  seront  les  racines  de  l'équation 


(♦)  C'est  du  reste  le  résultat  que  donne  le  calcul. 

Appelant  i  Tangle  d'inclinaison  de  la  droite  MN  sur  l'horizon  et  appli- 
quant les  équations  d'équilibre,  on  arrive  à  la  condition 

sin(/3  — a) 

tang  I  =  — .   '      . y 

2Sin^sina 

qui  est  toujours,  rem  plie  lorsque  les  normales  aux.  deux  plans  en  M  et  N 
concourent  sur  la  verticale  du  milieu  G  de  la  droite.  En  effet,  soient  2I 
la  longueur  de  la  droite  et  m  la  distanoe  du  point  G  au  point  de  concours 
É  de&  normales  ;  la  droite  GR  étant  verticale ,  on  a ,  dans  les  triangles 
MRG,NRG, 

sin/3        l  sina 

cos  (  /3  —  i)~  n~  cos  (  a  -4-  i  ) 
ou 

sin/3(cosacost —  sinasini)  =  sina  (cos/3cosi  —  sin/3  sini), 
ou 

sin(/2  — a) 
•2  sin/3  sina 


(  197  ) 
l'équation  de  la  normale  au  point  M  (x\  /') , 

d'où 

X  =• —  x'  A r . 

a"  a'x 

L'équation 

b^  Ix'       x'*\  c" 

donnera  l'ordonnée  y^  du  point  d'intersection  des  deux 
normales  en  M  et  N  [x" ^  y"). 

Résolvant, 

^  _c^  [x"  ^x')fy" 

mais  les  coordonnées  x\y\  x",  /"  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (i) ,  on  a 

X    =  : r  1         X     = 9 

m  m 

d'où,  substituant, 

L'équation  (2)  nous  donne 
b^ 

x'y'= — 

2  û'  m^  -h  b'^l 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre, il  faut  que 

donc 

_       c-(rt'— A')/^' __  h' km 


(  »98  ) 
cm 

d'où 

La  droite  doit  doncxpasser  par  le  foyer;  du  reste  il  est 
évident  que  c'est  par  le  foyer  inférieur. 

Nos  calculs  supposent  que  m  est  fini  et  différent  de 
zéro.  Si  ce  coefficient  angulaire  était  nul,  la  droite  serait 
rerticale ,  se  confondrait  avec  l'axe ,  car  k  ne  peut  être 
infini  ;  la  droite  passera  encore  par  le  foyer.  Dans  le  cas 
où  m  serait  infini ,  la  droite  alors  horizontale  est  toujours 
en  équilibre,  car  la  condition  géométrique  est  toujours 
satisfaite,  les  deux  nonnales  se  coupent  sur  l'axe;  déplus 
les  forces  sont  égales  aux  deux  extrémités  de  la  draite. 

Ce  cas  est  le  seul  dans  lequel  tme  droite  ne  passant  pas 
par  le  foyer  puisse  être  en  équilibre,  et  toute  droite  pas- 
sant par  le  foyer  est  en  équilibre. 

Note  du  Bédacteur,  Soient  «  et  i  les  distances  de  M 
et  N  à  la  directrice;  c,  t/  les  distances  des  mêmes  points 
au  foyer;  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  corde  MN 

à  la  dicectrice  est 9  ou ,  d'après  la  propriété  du  foyer, 

/72  (C  -h  r/)        ,  ,, 

— i '  OU  m  est  copstant,  et  1  on  a 

c-f-rf<MN. 

Maïs,  dans  le  cas  d'équilibre,  on  sait  que  la  distance  du 
centre  de  gravité  doit  être  un  minimum,  ce  qui  a  lieu 
lorsque  c  4-  rf=  MN,  c'est-à-dire  lorsque  la  corde  passe 
par  le  foyer. 


(^99) 
NOTES  SUR  QUELQUES  QUESTIONS  DU  PROGRAMME  OFFICIEL. 


IX. 

RECHERCHE  DES  RACINES    d'uWE  ÉQUATION    TRANSCENDANTE. 

Lorsquon  a  substitué  des  nombres  équidistants  et  as- 
sez 'voisins  pour  que  les  différences  des  résultats  puissent 
être  considérées  comme  égales  entre  elles  à  partir  d^un 
certain  ordre,  on  continue  V opération  comme  s'il  s* a- 
gissaît  d* une  équation  algébrique»  (Extrait  du  Pro- 
gramme officiel.) 

On  voit  que,  dans  la  recherche  des  racines  d'une  équa- 
tion transcendante^  le  procédé  prescrit  par  le  Programme 
oflSciel  se  fonde  sur  cette  proposition  : 

Lorsquon  substitue  à  la  variable  d'une  fonction  trans- 
cendante, continue  y  des  nombres  équidistants  et  siiffi- 
samment  rapprochés  les  uns  des  autres ,  les  différences 
des  résultats  de  ces  substitutions ,  à  partir  d'un  certain 
ordre  et  dans  un  certain  inten^alle ,  présentent  des  va- 
riations assez  petites  pour  quon  puisse  en  faire  abstrac- 
tion et  considérer  les  différences  comme  égales  entre 
elles. 

Est-ce  une  proposition  qu  on  doive  admettre  comme 
UQ  fait  d'expérience,  ou  faut-il  en  donner  l'explication  ? 
Le  Programme  n'en  dit  rien.  Quant  aux  Algèbres  con- 
formes au  Programme,  une  seule,  et  à  l'occasion  de  la 
construction  des  Tables  numériques ,  contient  quelques 
mots  qui  se  rapportent  à  la  proposition  dont  il  s'agit; 
nous  les  transcrivons  ici. 

u  II  arrive  en  effet  presque  toujours  que,  dans  une  sério 
»  de  nombixîs  résultant  d'une  loi  régulière  ot  suflTisam- 


(  ^oo  ) 
»  ment  rapprochés  les  uns  des  autres,  les  différences 
»  tendent  de  plus  en  plus  vers  Tégalité,  à  mesure  que 
w  leur  ordre  s'élève.  En  négligeant  des  quantités  fort  pe- 
»  tites ,  on  pourra ,  à  partir  d'un  certain  ordre ,  leur 
»  supposer,  dans  un  certain  intervalle ,  une  valeur  inva- 
»  riable ,  et  construire  la  Table  comme  s'il  s'agissait  des 
))  valeurs  d'un  polynôme. 

»  Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  général, 
»  nous  nous  bornerons  à  le  développer  sur  deux  exem- 
»  pies.   » 

Il  serait  à  désirer  que  la  Commission  chargée  de  la  ré- 
daction du  Programme  officiel  voulût  bien  donner  un  peu 
plus  de  développement  à  ce  Programme,  afin  de  ne  laisser 
subsister  aucun  doute  sur  le  sens  des  énoncés  qu'il  ren- 
ferme. 

Dans  un  remarquable  Rapport  rédigé  par  M.  Le  Ver- 
rier, on  lit  : 

((  En  laissant  toute  latitude  à  cette  Commission ,  nous 
»  exprimons  cependant  le  vœu  qu'elle  se  conforme  aux 
»  bases  que  nous  avons  posées  précédemment. 

»  Elle  devra  restreindre  Téleudue  des  cours  malhéma- 
»  tiques  et  en  éliminer  nombre  de  difficultés  considéra- 
»  blcs,  afin  rje  mieux  approprier  la  matière  à  la  mémoire 
»  et  à  l'intelligence  moyenne  des  élèves.  Elle  devra,  au- 
^)  tant  qu'il  est  possible ,  introduire  des  exemples,  et  des 
))   applications  puisées  dans  la  pratique. 

»  Il  est  en  outre  de  toute  nécessité  que  sur  chacun  des 
»  cours  elle  fournisse  un  Programme  très-déi^eloppéy  en- 
»  trant  dans  des  détails  minutieux ,  et  qui  enchaîne  tel- 
))  lement  les  professeurs,  qu'il  leur  soit  impossible  d'en 
»  fausser  l'esprit.  Cette  condition  est  de  toute  rigueur.  » 

Cette  condition  ne  me  semble  pas  avoir  été  rigoureu- 
sement remplie.  G. 


(  ^Ol  ) 

DÉMONSTRATION  D  UNE  PROPOSITION 
RELATIVE  AUX  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 


Dans  les  Traités  d'Algèbre  on  démontre  ces  deux  pro- 
positions : 

1°. .  Si  deux  nombres  a  ,  è ,  substitués  à  l'inconnue  x 
d'une  équation  algébrique  entière 

/(x)  =  o, 

à  coefficients  réels ,  donnent  des  résultats  de  signes  con- 
traires J'(a)^  f{^)'>  l'équation  a  au  moins  une  racine 
réelle  comprise  entre  a  exb. 

2^.  Lorsque  deux  nombres  a ,  b  comprennent  entre  eux 
un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation  algé- 
brique 

/(^)=r0, 

les  résultats  f[ci)^  f(^)  ^^^  substitutions  de  a  et  b  k  x 
dans  y  (a:)  ont  des  signes  contraires,  et  si  le  uombrç  des 
racines  réelles  de  l'équation 

comprises  entre  aei  b  est  faivyf[a)  ei/(b)  ont  le  même 
signe. 

La  démonstration  que  l'on  donne  de  la  première  de  ces 
propositions  s'applique  à  une  équation  transcendante 
dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b.  Mais,  il  n'en  est 
pas  de  même  du  raisonnement  que  l'on  fait  ordinairement 
pour  établir  la  seconde  proposition ,  il  ne  convient  qu'aux 
équations  algébriques.  Et  ronime  on  se  sert  souvent  de 


(    202    ) 

cette  seconde  proposition  dans  la  recherche  des  racines 
d'une  équation  transcendante^  il  nous  semble  utile  de 
faire  voir  qu'elle  est  encore  vraie  pour  des  équations  de 
cette  nature. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  il  sera  supposé  que  les 
fonctions  transcendantes  considérées  sont  continues ,  du 
moins  dans  l'intervalle  des  valeurs  substituées  à  la  va- 
riable. De  plus ,  on  admettra  les  définitions  que  nous  al- 
lons faire  connaître. 

Lorsqu'une  racine  a  d'une  équation  transcendante 

/(x)  =  o 

étant  substituée  à  x  dans  la  dérivée/'  [x)  àef(x)  ne  ré- 
duit pas  à  zéro  cçtte  dérivée ,  on  dit  que  a  est  une  racine 
simple  de  l'équation 

f{x)  =  o, 

ou  bien  encore  que  l'équation  n'admet  qu'une  seule  ra- 
cine égale  à  a. 

Mais,  lorsque  la  substitution  de  a  à  a:  annule /(jr)  et 
un  certain  nombre  [n  —  i)  de  ses  dérivées  successives 
f{x),f'[x),...,  /"-^  (x),  l'équation 

/(.r)  =  0 

est  considérée  comme  ayant  n  racines  égales  à  a.  Suivant 
qu'on  a 

72  =  2,        72  =  3,  ...  , 

la  racine  a  est  nommée  racine  double,  racine  triple,  etc. 
Ces  définitions  admises,  désignons  par  a,  S,  (î,  y,  etc., 
les  valeurs  des  racines  réelles  d'une  équation  transcen- 
dante 

f{x)=o, 

comprises  entre  deux  nombres  donnés  r/,  h.  El  supposons 
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d'abord  que  a,  ê,  ^,  y,  etc.,  représentent  des  racines 
simples.  Nous  allons  faire  voir  que  y  (a),  J  (h)  ont  des 
signes  contraires  ou  le  même  signe,  suivant  que  le  nombre 
des  racines  ol^  6 ,  ^ ,  y,  etc.,  est  impair  ou  pair. 

Pour  plus  de  précision ,  nous  admettrons  qu'on  a  a<^i 
et  que  les  racines  a,  6,  cJ,  y,  etc.,  soient  rangées  par 
ordre  de  grandeur;  ainsi,  les  nombres  a^  a^è^d^y^,.,^ 
by  formeront  une  suite  croissante. 

Lorsque  x  varie  depuis  a  jusqu'à  a,  la  fonction  /(a:) 
conserve  constamment  le  même  signe ,  puisque  Téquation 

n'a  aucune  racine  comprise  entre  a  et  a.  Il  en  est  de  même 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  des  racines 
consécutives  a^S^  â^y^  etc. ,  et  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  la  dernière  de  ces  racines  et  b.  Quand  x 
passe  par  l'une  des  valeurs  a ,  6 ,  etc.,  la  fonction  f(x) 
change  de  signe  en  passant  "par  zéro.  En  effet,  nommons 
h  une  quantité  très-petite  ou  susceptible  de  devenir  aussi 
petite  qu'on  voudra.  Si /(a  —  h)  eif[oL  -H  h)  avaient  le 
même  signe,  la  valeur  def(a)  qui  est  nulle  serait  néces- 
sairement un  maximum  ou  un  minimum  def(x).  Ce 
serait  un  maximum  si/* (a  —  h)  et  f  {a -h h)  étaient  néga- 
tifs, et  un  minimum  si  le  signe  commun  de  ces  deux  quan- 
tités était  H-.  Dans  ces  deux  cas,  il  faudrait,  d'après  un 
principe  connu  ,  que  y  (a)  =  o ,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse  puisque  a  est  une  racine  simple  dej  (x)  =  o. 
On  voit  donc  qu'en  faisant  croître  x  d'une  manière  con- 
tinue depuis  a  jusqu'à  b ,  la  fonctiony*(j!:)  change  de  signe 
autant  de  fois  qu'il  y  a  de  racines  a,  ê,  y,  etc.,  comprises 
entre  a  et  b.  D'où  il  faut  conclure  quef(a)  etf(b)  ont 
des  signes  contraires  ou  le  même  signe,  suivant  que  le 
nombre  de  ces  racines  est  impair  ou  pair. 

Supposons  mai  menant  que  a  soii  une  racine  double  de 


(  ao4  ) 
f(x)  =  o  ,  on  aura 

/(a)  =  o,    /'{«)  =  o, 

et  le  nombre^"  (a)  ne  sera  pas  nul.  Dans  ce  cas,  /(ol) 
est  un  maximum  ou  un  minimum  def(x).  Et,  parce  que 
y  (a)  =  o,  il  faudra  que  f[ix  —  h)  elf((X  4-  h)  aient  le 
même  signe. 

Si  a  est  une  racine  triple,  on  aura 

/(«)=0,      /'(a)  =  0,      /"(«)  =  0, 

et/'''  (a)  sera  différent  de  zéro-,  alors /(a)  ne  peut  être 
ni  un  maximum  ni  un  minimum  de/(x) ,  et,  par  con- 
séquent, f(oL  —  h)  et  f  (a  -h  h)  auront  des  signes  con- 
traires, et  ainsi  de  suite  5  c'est-à-dire  que /(a  —  h)  et 
/(a  -I-  A)  ont  le  même  signe  si  le  nombre  des  racines 
égales  à  a  est  pair,  et  que  f  [oc  —  '*)  5  /(«  •+-  A)  ont  des 
signes  différents  quand  le  nombre  des  racines  égales  à  « 
est  impair.  De  là  nous  concluons  que  dans  tous  les  cas 
f(a),f[b)  ont  des  signes  contraires ,  ou  le  même  signe, 
suivant  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  / (x)  =  o 
comprises  entre  a  ëi  b  est  impair  ou  pair,  en  adoptant 
dans  l'évaluation  du  nombre  des  racines  comprises  entre 
a  et  b  les  définitions  que  nous  avons  données. 

De  cette  proposition,  on  peut  iramédiaiemenl  conclure 
que  : 

Si  deux  nombres  a ,  b,  substitués  à  x  dans  f  (x) ,  don- 
nent des  résultats  de  signes  contraires ^  ^ (^)î  ^  (^)  >  ^'^" 
quation 

a  un  nombre  impair  de  racines  réelles  comprises  entre  a 
et  h  ^  et  5i  f  (a)  et  f  (b)  ont  le  même  signe ,  les  deux  nom- 
ores  a  eth  ne  comprennent  aucune  racine  de  V équation, 
ou  ils  43n  comprennent  un  nombre  pair,  G. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  393 

(voir  t.  XVI,  p.  812); 

Par  m.  h.  DELLAC, 

Professeur  au  lycée  d'Amiens. 


Dans  la  parabole  du  troisième  ordre 
y  =  a  '■\'  bx  -^  cx^  -{-  éLà 

l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  abscisses  et  les 
deux  ordonnées  x  =  o ,  ^  =  J  est 

234 
Cl  entre  les  ordonnées  jtr  =  cJ ,  jc  =  2  J 

2  '      O  4 

Dans  la  parabole  du  second  ordre 

7  =  A-+-Bj?-hCx» 
les  aires  correspondantes  sont 

2  6 

^2  (?•■'  . 

2        '     3 

Les  aires  des  deux  segments  compris  entre  les  deux 
courbes  sont  donc 

M  =  Jo  —  So 

^»  -^^  ^< 


(  ao6  ) 

et 

N  =  S,  —  f . 

=  (A  -  fl)  ^  -f.  3  (B  -  ^)  ^'  4-  7  (  C  -  c)^  -  i5d  ^- 

Leur  différence  est  donc 

M  —  N  =  2  (  «  —  A  )  (î  4- a  (  6  —  B  )  ^» 

Les  deux  courbes  ayant  trois  ordonnées  communes  j,,, 
Yifff  pour  x  =  o^x  =  d^x  =  iâyOnaL 

y^=za  ■+-  b§  -hcS^-h  d$\ 

ro  =  fi, 

j^,  =  A-H2B^-f-4C^'. 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par   i,  4?  ^i 
—  I ,  —  4  »  —  I  >  <^^  ajoutant ,  il  vient 

o  =  6(fl  — A)-h6(6  — B)^H-8(c  — C)^^-f-  12^/ ^\ 

Or  le  second  membre  est  la  valeur  de  M  —  N  multipliée 

par  j\  donc 

M  =  N. 

Ainsi  les  deux  segments  curvilignes  compris  entre  les 
deux  paraboles  sont  équivalents  entre  eux.  Comme,  par 
rapport  à  chaque  courbe ,  l'un  des  segments  est  intérieur 
et  l'autre  extérieur,  les  deux  paraboles  comprennent  la 
même  aire  entre  la  courbe,  Taxe  des  abscisses  et  les  deux 
ordonnées  extrêmes  x=  o,  x=2i.  Ceci  étant  démontré, 
les  deux  corollaires  énoncés  sont  évidents. 
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SEGONIE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  393 

(?oirt.  XVI,  p  812); 

Par  m    J.-Ch.  DUPAIN. 


Dans  la  parabole 

(i)  j^  =  a  +  Aj:  H-  cx^  -f-  djc^ 

on  mène  cinq  ordonnées  équidistantes  Aa,  B&,  Cc,D^, 
Ee;  par  les  points  A,  C,  E,  on  fait  passer  la  parabole 

(2)  jr  =  A  +  Bar  4- Car', 

je  dis  que  l'aire  des  deux  courbes  est  la  même. 

Soity  (a:)  le  second  membre  de  (i)  5  on  peut  écrire 

(3)  r=/(o)H-*/'(o)H-|/'(o)  +  |/"(o), 
l'aire  de  la  première  courbe  sera 

+  ^>/"'(o). 

Le  théorème  de  Simpson  qui  s'applique  exactement  à  la 
seconde  courbe  donne  pour  son  aire 

|[/(o)-f-/(4^)4-/(2^)]. 

En  développant/ (4^)  et/(2cî).  par  la  formule  (3),  on 
retrouve  l'expression  (4).  c.  q.  r.  d. 

Observation.  Cette  solution  est  un  cas  particulier  d'un 
calcul  destiné  à  comparer  plusieurs  formules  de  quadra- 


(  ^oS  ) 
lure  et  faisant  partie  d'un  travail  que  nous  avons  adressé, 
il  y  a  quelque  temps,  à  M.  le  Rédacteur  des  annales* 
Le  corollaire  second  s'applique  aussi  à  une  formule  de 
M.  Catalan  {Nouvelles  annales,  t.  X,  p.  4^5)  et  à  une 
formule  que  nous  avons  proposée  dans  le  travail  cité. 

Note  du  Rédacteur,  Ce  travail  sera  publié  incessam- 
ment. 


THÉORÈME  FONDAMENTAL  DE  lA  TRIfiONONÉTRIB  SPHÉRIQUE 

(voir  tome  Vlll,  page  58)  ; 

Par  m.  Emile  PATRY, 

Élève  de  l'École  Normale  supérieure. 


Soient  ABC  un  triangle  sphérique,  OA,  OB,  OC  les 
rayons  menés  au  centre.  Je  mène  AP  perpendiculaire 


sur  OB  et  je  projette  le  triangle  OAP  sur  OC.  AA'  étant 
perpendiculaire  sur  le  plan  BOC,  il  résulte  du  théorème 
des  trois  perpendiculaires  que  la  projection  de  AP  sur  OC 
se  confond  avec  celle  de  A'  P  sur  la  même  droite;  d'ail- 
leurs A'P  est  perpendiculaire  sur  OB.  On  a  donc 
OAcos(OA,  OC)  — PA'cos(PA',OC)  — OPcos(OP,  OC)  =  o, 


(  209  ) 
et  si  OA  =  1 , 

cos^  —  sînc  cosB  cos  (90®  —  a)  —  cosc  cosa  =  o, 

cos  b  =  cos  a  cosc  4-  sine  sîn^  cosB. 
On  a 

Oa  =  07r-f-7ra, 

et  cette  équation  subsiste,  de  quelque  manière  que  les 
points  oc  et  tt  soient  placés  relativement  à  O,  pourvu  que 
Ton  donne  aux  droites  les  signes  convenables  ^  ainsi  la 
démonstration  convient  à  tous  les  cas. 


FORNIILES  FONDAMENTALES  DE  L'ANALYSE  SPHÉRIQUE 

(voir  page  168); 

Par  m.  VANNSON. 


Problème.  Étant  donnée  sur  la  sphère  une  courbe 
dont  l'équation  est 

X  ef  y  représentant  les  tangentes  des  coordonnées  d^un 
de  ses  points,  trouver  V équation  de  Varc  de  grand  cer- 
cle tangent  à  cette  courbe  en  un  point  donné. 

Si  nous  appelons  a  le  coefficient  de  x  dans  Téquation 
d'une  sécante,  nous  aurons,  quand  x" •=i  x\  etc., 


et  la  limite  de  ce  rapport  sera  le  coefficient  de  x  dans  l'é- 
quation de  la  tangente  ;  on  aura  donc ,  comme  sur  un 
plan  y  OL  désignant  la  limite  de  a  , 


inn.  de  Malhim.,  t.  XVIl.  (Juin  ig58.)  l4 
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L'équation  demandée  sera  donc 

On  voit  que  Id  méthode  consiste  à  passer  d'un  point  de 
la  courbe  au  point  infiniment  voisin  en  donnant  des  ac- 
croissements infiniment  petits  aux  tangentes  des  coor- 
données ,  au  lieu  de  les  attribuer  ani  coordonnées  ellei- 
mèmes ,  ce  qui  serait  beaucoup  moins  simple. 
Si  pour  des  valeurs  particulières 

fl  =  o,     f^  =  o, 

OL  se  présente  sous  la  forme  -9  ce  qui  indique  un  point 

multiple ,  OL  se  trouve  alors  comme  sur  un  plan  par  Té- 
quation  du  second  degré 

«•?;(*'/)+  2<(-r'/)  -+-  /:(*'/) = o. 

Si  les  racines  sont  réelles,  on  a  un  point tlouble  -,  dans  le 
cas  contraire,  un  point  isolé. 

Soit ,  par  exemple ,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion 

jr^  +  j^  —  Zxy  =.0^ 

que  nous  pouvons  appeler  le  folium  sphérique ,  on  trouve 
pour  l'origine 

o 

a  =  -) 

o 

et  r  équation  du  second  degré  donne  une  racine  nulle  et 
une  racine  infinie.  La  courbe  est  donc  à  l'origine  tan- 
gente aux  deux  axes.  Le  point  où  la  courbe  coupe  l'arc 
bissecteur  de  Tangle  des  axes  est  donné  par  l'équation 

3 

a?  =.-5 

et  on  trouve  aisément  que  Tare  tangent  en  ce  point  est 


(2,,    ) 

perpendiculaire  à  Tare  bissecteur.  Sur  un  plan ,  on  cher- 
cherait les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  bissec- 
trice. Ici  la  question  analogue  consiste  à  trouver  une  cir- 
conférence tangente  qui  coupe  Tare  bissecteur  à  90  degrés 
de  l'origine;  la  latitude  de  ce  point  étant  45  degrés,  on 
posera 


1=^ 


ou ,  en  gênera 


-+-yr  =  0- 


Cette  équation ,  combinée  avec  celle  de  la  courbe ,  donne 
les  points  cherchés. 

Le  folium  sur  un  plan  a  une  asymptote,  c'est-à-dire 
une  tangente  pour  laquelle  les  coordonnées  du  point  de 
contact  sont  infinies.  Nous  allons  résoudre  la  question 
analogue  sur  la  sphère  pour  une  courbe  quelconque.  D'a- 
bord ,  pour  avoir  le  coefficient  de  x  dans  l'équation  de  la 

tangente  cherchée,  il  faut  trouver  la  limite  vers  laquelle 

'  /   '    '  \ 
tend  l'expression  —  -,      ,   ,c  quand  x'  et  y'  deviennent 

infinies.  Pour  cela,  divisons  par  x'  les  deux  membres  de 
l'équation  de  la  tangente  et  supposons  ensuite  x'  infini , 
nous  aurons 


H-m^h^^y 


Cette  limite  se  trouvera  comme  dans  la  question  des 
asymptotes  sur  un  plan.  Soit  a  l'expression  supposée 
réelle  qu'on  aura  trouvée  pour  limite  5  le  terme  indépen- 
dant de  l'équation  cherchée  sera  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  binôme j^'  —  olx!  quand  x  el  y'  deviennent  infi» 
nies.  Le  calcul  ne  différera  donc  en  rien  de  celui  qu'on 
ferait  pour  la  détermination  des  asymptotes  dans  une 
courbe  plane. 

.4. 


(  ^»^  ) 

Dans  le  cas  du  folium,  on  trouve 

a=  —  I     el     b  =  —  i; 
Tëquation  de  la  tangente  demandée  est  donc 

j -f- ar -f.  I  =  o. 

On  a  vu  que  la  latitude  du  point  de  contact ,  situé  à 
90  degrés  de  Torigine ,  était  égale  au  coefficient  de  x^ 
c'est-ii-dire  à  —  i  ;  il  est  donc  à  45  degrés  au-dessous  de 
l'axe  des  X]  d'ailleurs  la  circonférence  dont  nous  avons 
l'équation  coupe  les  axes  à  45  degrés  du  côté  des  coordon- 
nées négatives.  Ces  remarques  et  celles  qui  ont  précédé 
permettent  de  coastruire  le  folium  sphérique.  Remar- 

FlG.    1. 


quons  toutefois  que  comme  on  peut  ajouter  180  degrés  à 
un  arc  sans  changer  sa  tangente,  à  tout  point  qu'on  aura 
construit  d'après  l'équation ,  correspondra  un  autre  point 
diamétralement  opposé.  Pour  éviter  la  confusion ,  nous 
n'avons  représenté  sur  la  figure  qu'une  moitié  de  la 
courbe. 

Appliquons  maintenant  l'équation  générale  des  tan- 
gentes à  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré 

A j'  +  Bxjr  -f-  Cx^  4-  Dj  -f.  Ear  -H  F  =  o. 
L'équation  de  la  circonférence  tangente  à  la  courbe  en  un 


(  ?i3  ) 
point  donné  sera  évidemment 

/(2  Ay -+- Bjt/ 4- D) -f- ar(2Ca:' H- Bj' -f.  E) 

-f-  D^'  +  Ea?'  -f-  2  F  =  o. 

Les  axes  peuvent  être  rectangulaires  ou  obliques.  Si  on 
les  suppose  rectangulaires  et  qu'on  demande  les  tangentes 
perpendiculaires  à  l'axe  des  Xj  Féquatîon  devra  se  ré- 
duire à  la  forme 

X  z=.h\ 
on  aui'a  donc 

2A/-hBa:'-f-  D  =  o. 

Les  points  de  contact  seront  donc  a  la  rencontre  de  la  cir- 
conférence représentée  par  cette  équation  avec  la  courbe. 
Si  l'on  résout  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  à  y^  on 
reconnaîtra  facilement  que  tout  arc  de  la  courbe  perpen- 
diculaire aux  X  a  son  centre  sphérique  de  moyennes  dis- 
tances sur  la  circonférence  qui  passe  par  les  points  de 
contact. 

Si  l'on  veut  mener  une  tangente  par  un  point  situé 
arbitrairement  sur  la  sphère ,  on  aura,  en  appelant  jc", 
y"  les  tangentes  des  coordonnées  de  ce  point, 

y  (îi  A/'  -h  bx"  4-  D)  +  x'  [iCx"  +  B/  -f-  E) 
-I- D/' 4- E:c"  4- 2  F  =  o 
et 

r^[x'y)z=0. 

La  première  de  ces  équations,  en  y  regardant  y'  et  x' 
comme  des  variables,  représente  une  circonférence  pas- 
sant par  les  points  de  contact ,  et  comme  elle  peut  être 
construite,  quand  même  les  coordonnées  x'^  y'  seraient 
imaginaires ,  nous  appellerons  celte  circonférence  la  po- 
laire du  point  od'^  y  ".  On  peut  démontrer,  comme  pour  les 
courbes  planes,  que  si  des  points  sont  situés  sur  une  mêm& 


(  "4  ) 

circonférence  de  grand  cercle,  leurs  polaires  passent  par 
un  même  point  qui  a  pour  polaire  la  circonférence  donnée, 
et  réciprocjuement. 

Supposons  que  D  et  E  soient  nuls,  cas  dans  lequel  la 
courbe  est  rapportée  à  son  centre  O,  et  soit  x"  la  tan- 
j^ente  àe  Tabscisse  d'un  point  A  sur  Taxe  des  x ,  la  po- 
laire de  ce  point  coupera  Taxe  en  un  point  6  représenté 
par  Féquation 

F_ 


Soit  C  l'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe ,  on  trauve 

F 

c' 


tang»OC  =  -, 


donc 

tangOA  X  taogOB  =r  tang'OC. 

D'où  Ton  voit  que  la  polaire  d'un  point  coupe  la  circon* 
férence  qui  joint  le  centre  à  ce  point  à  une  distance  du 
centre ,  dont  la  tangente,  multipliée  par  celle  de  la  dis- 
tance du  point  au  centre,  égale  le  carré  de  la  tangente  du 
rayon  passant  au  point  donné. 
Si 

jr"  =  00  , 
on  a 

XZ=L  o  , 

d'où  l'on  voit  que  la  polaire  d'un  point  à  90  degrés  du 
centre  passe  par  le  centre  ,  en  d'autres  termes ,  la  circon- 
férence polaire  du  centre  est  un  grand  cercle  décrit  de  ce 
centre  comme  pèle. 

Réciproquement,  si  les  polaires  des  deux  points  A  et 
B,  non  situés  sur  un  même  diamètre,  passent  en  un 
point  O  situé  à  90  degrés  de  A  et  de  B,  le  point  O  sera 
centre  de  la  courbe.  En  effet,  prenons  le  point  O  comme 


(  aiS  ) 
Qr^ine  et  faisons  passer  les  axes  Fuu  par  A»  l'wtre  par  B. 
La  polaire  du  point  A  quî  ^  pour  coordoi|u4es 

/  =  o,     ^'  =  ;^ 
o 

sera 

Bj-h  2C^-+-E  =  o. 

La  polaire  de  B  sera  de  même 

B:F-h  2A7-+-  D  =  o, 

puisqu'elles  passent  par  l'origine ,  on  a 

D  =  o,     E  =  o; 

(loue  le  point  O  est  le  centre  de  la  courbe.  • 

Remarque.  On  voit  que  le  mot  pôle  en  géométrie  sphé- 
rique  a  deux  ^significations ,  d'où  pourrait  résulter  unfe 
certaine  confusion  dans  les  énoncés.  Pour  l'éviter,  nous 
appellerons  pôle  d'une  circonférence  de  grand  cercle  le 
point  dont  cette  circonférence  est  la  polaire  par  rapport 
k  une  courbe  donnée,  et  nous  appellerons  le  point  situé 
à.  90  degrés  des  points  d'une  circonférence  le  pôle  spbf- 
rique  de  cette  circonférence. 

Problème.  Étant  rfonnée  l'équation  générale  des  cour- 
bas du  second  degré,  prouver  que  ces  courbes  ont  un 
centre  et  trouver  ses  coordonnées,  (  Borgnet.  ) 

En  admettant  dans  le  théorème  qui  précède  l'existence 
du  centre,  nous  avons  vu  qu'il  avait  pour  polaire  une 
circonférence  dont  ce  centre  lui-m^me  était  le  pôle  sphé- 
rique.  Soient  donc  o:',  j'  les  tangentes  des  coordonnées 
d'un  point  jouissant  de  cette  propriété.  La  polaire  de  ce 
point  a  pour  équation 

r(?.Ay-|-  B.r'-M))H-ar(2Ca:'-f-B/  -f-E) 
-h  D/  -h  E .«/  -h  ?.  F  ==^0. 


(ai6) 
D^un  autre  côte ,  la  circonférence  ayant  ce  même  point 
pour  pôle  sphérique  est ,  comme  on  Ta  vu  plus  haut , 

yf  H-  dro:'  4-  I  =  O. 

Ecrivons  que  ces  deux  équations  représentent  la  même 
ligne.  Nous  aurons 

et 

aO'  +  B/H-E 


rrDr'  +  EjZ-f-aF, 


équations  que  nous  avons  déjà  obtenues,  par  la  transfor- 
mation des  coordonnées. 

On  peut  aussi  trouver  la  direction  des  axes  de  la  courbe 
sans  employer  les  formules  de  transformation  par  la  con- 
sidération des  polaires.  Pour  cela,  soient  j^'  et  x'  les  tan- 
gentes des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'un 
des  axes ,  la  polaire  de  ce  point  devra  être  perpendicu- 
laire à  l'arc  qui  joint  ce  point  à  l'origine.  Or  le  coefficient 

de  X  pour  le  dernier  arc  est  ^,  et  pour  l'arc  polaire  c'est 

—  -J--, T-^,:  or  il  est  aisé  de  voir  que  la  condition  ex- 

primant  que  deux  arcs  sont  rectangulaires ,  l'un  d'eux 
passant  par  l'origine,  est  la  même  que  sur  le  plan  \  on  aura 
donc 

ou ,  si  Ton  pose  —,  =  A', 

V  +  2(^)a'-.=o; 
c'est  aussi  ce  que  donneraient  les  formules  de  iransfor- 
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mation.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  coefficients  de  Téqua- 
tion  transformée  se  calculeront  par  l6s  mêmes  formules 
que  pour  une  courbe  plane. 

PaoBLÈME.  Étant  donnée  V équation  générale  du  se- 
cond degré  ^  trouver  les  conditions  pour  qu^ elle  repré^ 
sente  un  cercle. 

Remarquons  d'abord  que  si  Ton  prend  un  point  quel- 
conque A  à  90  degrés  du  pôle  sphérique  de  ce  cercle ,  la 
polaire  du  point  A  aura  ce  même  point  pour  pôle  sphé- 
rique; réciproquement,  si  deux  points  A  et  B  sont  à 
90  degrés  du  centre  d'une  courbe  du  second  degré ,  et  que 
les  polaires  de  A  et  de  B  aient  ces  mêmes  points  pour 
pôles  sphériques  ,  la  courbe  est  un  cercle ,  si  toutefois  la 
distance  des  points  A  et  B  n'est  pas  égale  à  im  quadrant; 
nous  nous  bornerons  à  l'énoncé  de  cette  réciproque  qui 
.  se  démontre  facilement. 

Cela  posé,  soient  x\  y'  les  coordonnées  du  centre  de 
la  courbe ,  les  points  à  90  degrés  du  centre  sont  sur  une 
circonférence  qui  a  pour  équation 

7/  H-  :cx'  4- 1  =  o. 

Elle  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  A  qui  a  pour  abscisse 

— ^—  et  l'autre  axe  en  un  point  B  qui  a  pour  ordonnée 

•  Nous  supposerons  que  les  points  A  et  B  ne  sont 

pas  distants  de  90  degrés  *,  si  cela  avait  lieu  dans  un 
exemple  particulier,  on  pourrait  remplacer  un  des  points 
A  et  B  par  un  autre  point  de  la  circonférence  qui  les 
joint 

La  polaire  de  A  a  pour  équation 

j{Djr'  — B)-i-a:(Ejc'-  2C)  4-  2Fjc'  — È=o, 

et  la  circonférence  dont  A  est  le  pôle  sphérique  a  pour 


{  =»>8  ) 
ëquavîon 

.r  =  x\ 

Pour  que  ces  équations  représentent  la  même  circonfé- 
rence ,  il  faut  qu'on  ait 


D  E  — 2F«' 

X'  = 

d'où 


""  ~B       ^    E^'-aC""'"' 


DE— 2FB__EB  — 2CD 
B  ■"■  D         ' 


en  opérant  de  même  pour  le  point  B,  on  trouve 

et  pour  seconde  condition 

BD  — aAEDE^StFB 
E  ■"  B         ' 

Ces  conditions  sont  établies  dans  l'ouvrage  de  M.  Bor- 
gnet  par  une  méthode  toute  différente  et  très-simple. 
Nous  avons  indiqué  celle-ci  comme  une  application  de 
plus  de  la  théorie  des  polaires. 

Théorîeme.  Si  par  un  point  A  on  mène  un  arc  de 
grand  cercle  qui  coupe  en  ^  et  Q  la  courbe  et  en  D  la 
polaire  du  point  A ,  les  quatre  points  A ,  B,  C,  D  seront 
harmoniques. 

Prenons  le  point  A  pour  origine,  sa  polaire  aura  pour 
équation 

Dj-hEa-H  2F  =  o; 

l'intersection  de  cette  polaire  avec  l'axe  sera  donipée  par 
l'équation 

2F 
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et  les  interseclions  de  la  courbe  avec  cet  axe  par  l'équation 

C.r2-hî:x-i-F=:o. 

ml 

i    Appelant  x',  x''  les  deux  racines ,  on  aura 


.t!x"  F 


\ 


x'-{'x"'^      E 
donc 

2  x'  x"  :=:  X  (x'  -^  x"  ) 
OU 

x{x"  --  a!)=ix'{x-x"y 

Si  nous  remplaçons  X ,  x',  x"  par  des  tangentes  et  la  dif- 
férence des  tangentes  sur  deux  arcs  par  le  sinus  de  leur 
différence  divisé  par  le  produit  de  leurs  cosinus,  nous 
aurons  la  relation  indiquée.  Donc  les  quatre  points  sont 
harmoniques. 

TnéoiikME.  Si  par  un  point  quelconque  on  mené  deux 
arcs  sécants  à  une  courbe  sphérique  du  second  degré  et 
(juon  joigne  un  point  de  section  sur  la  première  à  un 
point  de  section  sur  la  seconde,  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  arcs  obtenus  sera  une  circonférence  de 
grand  cercle  polaire  du  point  donné. 

Se  démontre  comme  sur  un  plan  et  donne  lieu  aux 
mème3  applications,  çntre  autres  :  Mener  par  un  point 
coni^u  4e$  tangentes  à  une  courbe  sphérique  du  second 
degré* 

Théorème.  Si  trois  coui-bes  du  second  degré  ont  deux 
points  communs  et  qu'elles  se  coupent  deux  à  deux  en 
d^ autres  points  A,  A',  B,  B',  C,  C,  les  trois  circonfé- 
rences de  grand  cercle  passant  la  première  par  A,  A'y 
la  deuxième  par  B,  B',  la  troisième  par  C^C\,awvnt  un 
point  commun. 

Se  démontre  comme  sur  un  plan , 
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De  là  OD  peut  tirçr  une  démonstration  du  théorème  de 
Pascal  sur  Thexagone  inscrit  dans  une  courbe  du  deuxième 
degré  ^  le  théorème  inverse  (de  Brianchon)  sur  Fliexagone 
circonscrit  se  démontrera  par  les  polaires;  les  corollaires 
et  applications  de  ces  théorèmes  seront  les  mêmes  que 
sur  un  plan ,  entre  autres  : 

Si  un  triangle  coupe  une  courbe  du  second  degré  en  six 
points,  on  aura,  en  sous-en tendant  le  mot  sinus  devant 
chaque  arc, 

Ad.Ae.C/.Cg.Bi.Bk  =  AA.Ai.Bg.B/,Ce.Cd, 
En  effet ,  si  Ton  prolonge  l'arc  Ar^?  jusqu'à  la  rencontre  de 

FiG.  a. 


Bc  au  point  x,  e/"  jusqu'à  la  rencontre  de  AB  en  z  et  ig 
jusqu'à  celle  de  AC  en  j^,  d'après  le  théorème  de  l'hexa- 
gone, les  trois  points  a:,  y,  z  sont  sur  un  grand  cercle. 
Ce  cercle  coupant  les  côtés  du  triangle  ABC  donne  (trans- 
versales) la  relation 

Bx   Cy    Az_ 

CjcAx'Bz~'  ^' 

L'arc  kd  coupant  le  même  triangle  donne 
Ad    Cx    B^_ 


on  a  de  même 


€t  enfin 


(  ^^»  ) 


—  9/  —  — 

Ce  'b7*Â3"~'' 


C£   B/    AY_ 


Si  Ton  multiplie  ces  quatre  équations  membre  à  membre, 

FiG.  3. 

A 


f 

on  trouve  la  relation  demandée.  Si  l'on  suppose  le  triangle 
circonscrit ,  on  trouve 

Ad,C/.Bg  =  Ag.B/.Cd, 

d'où  Ton  peut  conclure  que  les  trois  arcs  joignant  chaque 
sommel  au  point  de  contact  opposé  concourent  au  même 
point.  Les  polaires  donnent  un  théorème  inverse. 

Remarque.  Le  théorème  sur  le  produit  des  segments 
dans  un  triangle  coupé  par  une  conique  s'étend  à  un  qua- 
drilatère en  le  décomposant  en  deux  triangles ,  par  suite 
à  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés.  Si  on 
l'applique  à  un  quadrilatère  circonscrit ,  on  trouve  que  le 
produit  des  sinus  des  quatre  segments  non  contigus  égale 
le  produit  des  sinus  des  quatre  autres  segments. 

Corollaire.  De  la  relation  précédente ,  on  peut  con- 
clure cette  autre  propriété  du  quadrilatère  circonscrit  à 
me  courbe  du  second  degré  :  Les  deux  diagonales  et  les 
ircs  qui  joignent  deux  points  de  contact  opposés  forment 
iin  faisceau  harmonique. 
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Soient  0  Tangle  des  diagonales,  a  Tangle  MOB,  «' 
Tangle  NOA  ;  posons  aussi 


Appliquant  aux  deux  triangles  AOIVI ,  DOM  le  principe 
des  sinus  proportionnels,  nous  aurons,  en  supprimant 
le  mot  sinus  pour  abréger, 

AM_(Q--a)     b        BP_         ol' 


— » 


BM  a  a        DP     ,{«'  —  $)        ' 

de  même  pour  lés  autres  côtés.  Multipliant  ces  égalités 
memlgre  à  membre ,  on  trouve  I 

sin  a  sin  a' 


sin(0  •—  a)       sin(a'  — ô) 


ce  qui  est  bien  la  relation  exprimant  que  les  quatre  arcs 
forment  un  faisceau  harmonique.  11  en  résulte  que  si  Ton 
représente  l'arc  HM  par  l'équation 

X  =  Ax, 

en  prenant  pour  axes  les  diagonales ,  l'arc  MP  aura  pour 
équation 

jrz='^  Ax, 

Cette  remarque  nous  servira  plus  loin  pour  obtenir  lé- 
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cation  générale  des  coniques  tangentes  à  quatre  circon- 
férences données. 


DÉTERMINATION  DU  SOMMET  ET  DES  AXES  PRINCIPAUX 
DIIN  PARABOLOIDE; 

Par  m.  HOUSEL, 

Professeur. 

Nous  conserverons  les  notations  et  les  relations  don- 
nées par  M.  Mention  (Noui^elles  Annales,  t.  XVI, 
p.  5*09) . 

1 .  Équation  générale  : 

A  a:' 4- A'/*  +  A"  2'  +  aB^z  H- 2B' xz -h  2B''xj 


(0    . 

(  -f-aCar-haC'j^- 2C"«-hE  =  o 

(axes  quelconques). 

2.  Équations  d'un  diamètre  du  paraboloïde.  Soient 
x\y'^  z' les  coordonnées  d'un  point;  les  équations  du 
diamètre  passant  par  ce  point  sont 


.r— y  _ 


z  • 


3.  Équations  du  plan  polaire  du  point  dont  les  coor- 
donnés sont  x',  y',  z'  : 

x(A^'4-B"/4-B'3'-+-C) 
4-r(B".r'  +  AV-+-Bz'+C') 
-h  z  (B'^o:'  +  B/  4-  A''z'  4-  C) 
+  Car'  -h  C'/  H-  C'a'  -f-  E  =  o. 

4.  Équations  de  l'axe  principal  diamètre.  En  écri- 


<aa4) 
vaut  que  le  diamètre  est  perpendiculaire  au  plan  polaire, 
ce  diamètre  devient  l'axe  principal  intérieur.  Or,  d'après 
les  i-clatîons  connues ,  on  a ,  pour  établir  cette  perpendi- 
cularité,  les  équations 

Ax'^  Yiry  -u  B^z^  H-  C  _  B^^ x'  -f-  A^  -f.  B^/  +  C 

= 1- ' 

dans  lesquelles 

iA  =  A-  -f-  /-'cosj?/  H-  ^"cosjcz, 
h'  =zk'  -\-  k  cos^o:  4-  k'*  cosyx^ 
h"  =  k"  -^  k  coscx  4-  y  coszy. 

Les  équations  (2)  sont  celles  de  Taxe  principal  si  x', 
j'^  z'  représentent  des  coordonnées  courantes. 

5.  Transformation  de  Véquation  du  paraboloïde. 
Quand  l'équation  générale  (i)  représente  une  surface  qui 
n'a  pas  de  centre  unique ,  elle  prend  une  forme  particu- 
lière sur  laquelle  seront  fondés  tous  les  calculs  suivants. 

On  a  les  relations 

AA-4-B''^'-4-B'r  =0, 
A'>t'4-Br-hB"A-  =  o, 
A"r-f.B'^  +  B/-'=o, 

(t.  XVI,  p.  211). 

j(On  sait  que  le  déterminant  m  =  o.) 

A  l'aide  de  ces  relations,  éliminant  A,  A',  A"  dans 
l'équation  (i),  on  trouve 
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•Ce  calcul  est  en  défaut  si  l'on  a  A=  o.  Alors  Féqualion 
précédente  montre  que  l'on  doit  avoir  en  même  temps 
B"=oetB'  =  o. 

Les  relations  que  nous  avons  écrites  se  réduisent  à 

A'^'4-Br  =  o,     A"r-4-BA'  =  o, 
etTéquation  (i)  devient 

Si  de  plus  A:'  =  o ,  l'équation  précédente  ne  peut  sub- 
sister qu'en  supposant  B  =  o.  Mais  la  seconde  des  rela- 
tions indiquées  donne  pour  ce(te  limite 

et  la  troisième  donne 

A"  =  o; 
on  a  donc 

Ax'  -H  A'/»  -h  tîCa:  H-  aC'j  4-  ^C"z  -f-  E  =  o. 

6.  Coordonnées  du  sommet.  Les  équations  (2) ,  com- 
binées avec  l'équation  (4)  que  nous  supposerons  accen- 
tuée ,  donnent  les  coordonnées  du  sommet. 

A  cet  effet,  entre  les  équations  (2)  éliminant  y\  obser- 
vant que  tous  les  termes  qui  contiennent  le  facteur  hk 
se  détruisent  dans  les  coefiicienis  de  od  et  de  z\  ainsi  que 
dans  le  terme  indépendant^  enfin,  supprimant  le  facteur 
commun  /t",  il  reste 

x'  [i%(BB"  —  A'  B')  -f.  ^'  (B'B"  —  AB)  -4-  A"  (AA'  —  B"»)] 
^z']h  (B'—  A'A")-f-i%'{A"B"  — BB')-h  A''tA'B'  — BB"] 
4-  h  (BC—  A'  C")  4-  h'  (  B^C'—BC)  -4-  h"  (A'C  —  B"C')  =  o. 

Les  coefficients  de  x'  et  de  jz'  peuvent  se  modifier  au 
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moyen  des  relations  obtenues  t.  XVI,  p.  aïo,  etenre- 
nurquant  que  m=so.  Alors  le  coefficient  de  x'  sera 

^{kA  +  h'k'  +  h"k"), 

Là 

et  l'on  aura 

=  >t'  -H  A''  4-  ^"»-H  akk'  cosxr 

D  est  la  diagonale  du  parallélipipède  que  Ton  obtient  en 
portant  sur  les  axes  à  partir  de  Torigine  les  trois  lon- 
gueurs A,  k\k\ 

De  même  le  coefficient  de  z'  sera  --  •  D*. 

Li 

Si  donc  nous  posons 
ainsi  que  les  valeurs  analogues  pour  R  et  R^',  il  vient 

!k'z'  --k"y  =zVi, 

Ici  R,  R',  R'  sont  des  quantités  connues. 

Transportant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4)  accentuée, 
comme  nous  l'avons  dit,  on  obtient 

W^"'      B'R'      BR'  ^   ,         ^,   ,         ^„  ,       ^ 

ou  enfin 

r  B"R"'-f-  it'B'R'»  +  XBR^ 


En  combinant  celle  dernière  équation  avec  deux  quel- 
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conques  des  équations  (a) ,  on  a  les  valeurs x'j  y\  z'  des 
coordonnées  du  sommet ,  puisque  toutes  ces  relations  sont 
du  premier  degré. 

7.  Comme  dans  Téquation  (6)  l'eî^pression 

est  égale  à  une  quantité  connue,  nous  verrons,  en  combi-  ^ 
nant  ceite  équation  avec  les  écpiations  (5),  que  le  déter- 
minant de  x' ^y'  et  z'  est 

Si  donc 

(7)  CA'  +  C/r4-C"/-^'=:o, 

nous  aurons  un  des  cas  parliculiei^  que  présentent  les 
surfaces  dénuées  de  centre,  ou  même  une  de  celles  qui 
ont  une  infinité  de  centres ,  car  nous  avons  seulement 
supposé  m  =  o ,  ce  qui  n'exclut  que  les  surfaces  ayant  un 
centre  unique.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  circon- 
stances. 

8.  Dans  le  cas  où  Ton  a 

^=o,     B'=;o,     B''=:o, 

on  verra  directement,  en  comparant  les  relations  corres- 
pondantes 

A'X'  4-  Br  =  o,      k!' k"  4-  B^  =  o 

avec  les  équations  (2)  qui  deviennent  alors 

p^jJ  4,  C  _  Ay  -f.  Bz^  H-  C^  _  B/  4-  h!'  z'  ->r  Z" 

quex'  est  connu  ainsi  que  k' z'  —  A^' r'  en  transportant 

i5. 
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ees  valeurs  dans  Téquation 

on  reconnaîtra  que  C'y'  -h  Cz'  est  aussi  une  quantité 
connue,  et  que  le  déterminant  dej-'  et  de  z'  est 

ce  qui  permettra  encore  de  distinguer  certains  cas  par- 
ticuliers. En  outre,  on  trouvera,  après  quelques  réduc- 
tions , 

Si  les  coordonnées  sont  rectangulaires ,  il  reste 


*  =  --, 

car  la  supposition  A  =  o  donne  alors 

h  =  o. 

EnGn  si  l'on  a  de  plus 

/•'  =  o, 
ce  qui  donne 

B  =  o, 

les  équations  (i)  deviennent 

A;r^4-C  ___  ^y  +  C^  _  C^' 
h        "^        h'        "^  h"' 

ce  qui  détermine  x'  et  j^'  :  il  suffira  donc  de  transporter 
ces  valeurs  dans  l'équation 

kx'^  4-  M  y"  -H  2Ca:'  -h  2Cy  4-  2C"z'  +  £=  o, 
pour  trouver  z'. 


(  aap  ) 

9.  Équations  des  plans  et  des  axes  principaux.  En 
transportant  dans  l'équation  du  plan  polaire  les  valeurs 
précédentes  de  x\  y' ^  z\  on  aura  le  plan  tangent  qui 
passe  par  le  sommet  ^  c'est-à-dire  le  plan  principal  exté- 
rieur. 

On  connaît  déjà  les  équations  de  Taxe  diamétral  pas- 
sant par  le  sommet.  Pour  avoir  celles  des  deux  autres  axes, 
observons  que  l'équation  en  s  '(t.  XVI ,  p.  ai 5)  se  réduit 
alors  au  second  degré,  puisque  m  =  o  donne  une  racine 
nulle.  De  plus,  les  expressions 

{s  —  A')  ( j cosxz  •—  B' )  —  [s cos^z  —  B)  ( j cosarj^  —  B'') 

^""  (7cos«r  —  B")*  —  (5  —  A)  (5  —  A' >  ' 

_[s—  A)(jcosj-«  —  B)  — (^cosjrz  — B')(jcosx/  —  B") 
''""  (j  cosxr  —  B'')»  —  ( j  —  A)  (5  —  A')  ' 

qui  se  déduisent  facilement  des  deux  premières  formesdu 
quotient  s  écrites  à  la  page  indiquée  donnent  pour  les  deux 
valeurs  de  s  les  valeurs  correspondantes  de  fe  et  v ,  et ,  par 
conséquent,  les  directions  des  axes  extérieurs;  comme  ils 
passent  par  le  sommet,  on  a  donc  leurs  équations,  qui 
feront  connaître  celles  des  plans  principaux  intérieurs^ 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  337  (JULES  VIEILLE) 

( voir  l.  XV,  p.  29a); 

Par  m.  LEGRANDAIS, 

Élève  du  lycée  Louis -le -Grand. 


Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque*,  si  par  le  point 
de  concours  T  des  perpendiculaires  élevées  de  deux  som- 
mets consécutifs  A  et  B  sur  les  côtés  opposés  AD  et  BC 


(  î^3a  ) 
qui  y  abou lissent,  on  mène  une  perpendictilaire  TRrà  la 


FiG. 

0, 


K,---' 


droite  RS  qui  joint  les  milieux  des  diagonales ,  cette  per- 
pendiculaire divise  le  côté  AB  en  deux  segments  inverse- 
ment proportionnels  aux  projections  AH ,  BK  des  côtés 
ADetBCsurAB. 

Il  faut  démontrer  que  * 

—  =  ?^     ou     AE.AH=:BE.BK. 
B£      AU 

Du  point  E  j'abaisse  EM  et  KH  perpendiculaires  sur 
AT  et  BT.  Les  triangles  rectangles  AHD  et  AEM  sont  évi- 
demment semblables  et  donnent 

AE       EM 
De  même ,  les  triangles  semblables  ENB ,  BCK  donnent 


(2) 


BE  _EN 
BC  ~"BÏê* 


Divisant  membre  à  membre  l'équation  (i)  par  l'équa- 
lîon  (2) ,  on  a 


AE  ^     BC        BK       EM 
BÊ  ^  À  D  ~  ÂH  ^  EN  ' 


(a3,  ) 

donc  la  question  revient  à  démontrer  que 

BC  _EM 
AD  "~  EN  ' 

Je  prolonge  la  ligne  RS  jusqu'à  sa  rencontre  en  P  et  Q 
avec  AD  et  BC. 

L'angle  ETM  =  OPQ,  car  ces  deux  angles  ont  même 
supplément  ATV. 

Mais  le  quadrilatère  EMTN  est  inscriptible ,  donc 


De  plus 


ETM  =  ENM  =  OPQ. 

POQ  =  MEN, 

donc  les  deux  triangles  EMN ,  OPQ  sont  semblables  et 

EM_OQ 
EN  ~"  OP  • 

ainsi  il  faut  démontrer  que 

OP_BC 
OQ  ~  ad' 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  je  mène  par  le  point 
B,  BI  égal  et  parallèle  à  AD  -,  donc 

DI  =  AB. 
Je  dis  que  la  ligue  IC  est  parallèle  à  PQ. 

Fie .    2. 

0 


(  î*3.  ) 
En  effet,  si  par  le  point  R,  milieu  de  BD,  et  par  le 
point  S ,  milieu  de  AC ,  je  mène  RG  et  SF  parallèles  à 
'  A6 ,  ces  lignes  seront  égales  comme  moitiés  de  A6,  et  la 
figure  RGFS  sera  un  parallélogramme;  mais  la  ligne  GF 
est  parallèle  à  IC ,  car  elle  joint  les  milieux  G  et  F  de  BI 
et  de  BC.  Donc  IC  est  parallèle  à  RS  et  les  deux  triangles 
OPQ  et  BIC  étant  semblables ,  on  a 

BC_OQ  BC_OQ 

BI  ""  OP     ^^     AD  ""  OP' 

C.    Q.    F-    D. 


EXTRACTION  ABRÉGÉE  DE  LA  RACINE  CARRÉE  -, 

Par  m.  E.  CATALAN. 


C'est  h  tort  qu'on  attribue  cette  méthode  à  Wantzel 
(Bulletin,  t.  III,  p.  Il)-,  elle  appartient  à  M.  Gergonne. 

Puisque  l'occasion  s*en  présente,  je  donnerai  ici  une 
seconde  règle,  un  peu  plus  rapide  que  celle  de  M.  Ger- 
gonne (dont  elle  dérive)  et  que  j'ai  enseignée  à  Sainte- 
Barbe,  il  y  a  quinze  à  vingt  ans. 

Déterminez,  à  l'ordinaire,  les  deux  premiers  chiffres 
de  la  racine 5  carrez  et  retranchez.  Abaissez  les  deux  chif- 
fres suivants  5  séparez  le  dernier^  divisez  la  partie  à  gauche 
par  le  double  de  la  racine  trouvée  :  vous  aurez  le  troisième 
chiffre  de  la  racine.  Carrez  ce  troisième  chiffre  et  re- 
tranchez du  reste  de  la  division  suivi  du  chiffre  négligé. 
Abaissez  les  quatre  chiffres  suivants,  séparez  les  deux 
derniers;  divisez  la  partie  à  gauche  par  le  double  de  la 
racine  trouvée  ;  vous  aurez  deux  chiffres  de  plus.  Formez 
le  carré  de  cette  nouvelle  partie  de  la  racine;  retranchez- 
le  du  reste  de  la  division  suivi  des  deux  chiffres  négli- 
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gés,  elc.  En  continuant  de  la  même  manière,  vous  ob-* 
tiendrez  encore  quatre  chiffres  de  plus,  puis  huit,  puis 
seize  y  etc. 

Noie  du  Rédacteur,  M.  Gergonne  énonce  cette  mé- 
thode dans  une  Note  à  la  fin  d'un  Mémoire  de  Bobillier 
[Annales y  t.  XX,  p.  127),  et  M.  Gergonne  dît  que 
sa  méthode  peut  s'étendre  à  tous  les  exposants ,  comme 
celle  de  Bobillier  dont  l'énoncé  est  renfermé  dans  ce  théo- 
rème : 

Siy  cherchant  la  racine  m*^"*  d*un  nombre  entier^  on 
a  déjà  obtenu  un  nombre  de  chiffres  qui  soit  au  moins 
égal  au  nombre  de  ceux  qui  restent  à  troui^er  augmenté 
du  nombre  d* unités  de  V exposant,  on  obtiendra  le  su- 
perflu de  la  racine  cherchée  à  moins  d^une  demi^unité 
près,  en  dit^isant  simplement  le  reste  de  F  opération  par 
m.  fois  la  [m.  —  ijième  puissance  de  la  racine  déjà  obtenue 
et  négligeant  le  reste  de  cette  division, 

[Voir  pour  la  racine  cubique,  Nou\f elles  Annales^ 
t.  m,  p.  334,  1844,  Mroy,  t.  X,  p.  865  i85i,NiEVEN- 

GLOSKT.) 

Remarquons  en  passant  que  ces  méthodes  abrégées  de 
calcul  sont  à  F  usage  de  personnes  qui  ne  calculent  pas. 
Les  calculateurs  de  profession  emploient  les  logarithmes. 
Partout  les  locomotives  sont  préférables  aux  carrioles. 
Car  ars  longa,  vita  brei^is  (*). 


CONIQUES.  THEOREMES  SUR  lES  POLAIRES. 


Théorème  (ellipse).  Du  pôle  d'une  droite  on  abaisse 

(*)  Les  Tables  de  Crelle  (1857)  donnant  les  produits  tous  faits  de  trois 
chiffres  par  trois  chiffres  sont  d'une  commodité  extrême. 
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\me  perpendiculaire  sur  celte  polaire;  si  sur  la  partie  du 
petit  axe  de  l'ellipse  interceptée  par  cette  perpendiculaire 
et  la  polaire,  on  décrit  comme  diamètre  une  circonfé- 
rence, elle  passe  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  et 
par  les  deux  foyers. 

Dans  rhyperbole,  on  prend  Taxe  non-focal. 

Corollaire,  Les  droites  menées  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire aux  deux  foyers  sont  également  inclinées  sur  la 
polaire  (*). 

Théorème,  Etant  données  deux  surfaces  du  second  de- 
gré ayant  les  mêmes  foyers  (**),  si  Ton  mène  un  plan 
tangent  à  Tune  de  ces  surfaces,  la  perpendiculaire  à  ce 
plan ,  élevée  au  point  de  contact,  passe  par  le  pôle  du  plan 
pris  par  rapport  à  la  seconde  surface. 


SUR  LES  OVALES  DE  DESGARTES^ 

Par  m.  STREBOR. 


On  sait  depuis  longtemps,  d'après  M.  Chasles,  que  si 
deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  passant  respective- 
ment par  deux  points  fixes,  s'entrecoupent  toujours  sous 
un  angle  donné,  leur  intersection  décrira  un  limaçon, 
variété  particulière  des  ovales  cartésiens.  Ces  dernières 
courbes  peuvent  s'engendrer  dans  toute  leur  généralité 
par  une  construction  semblable ,  savoir  : 

Soient  deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  s' entre- 
coupant toujours  sous  le  même  angle,  qui  touchent  toutes 


(**)  On  n'insérera  pas  de  dcmonstralion  de  ce  théorème. 
(**)  On  enlend  par  là  les  foyers  des  trois  sections  principales  au  nombre 
de  six  dans  rdlipse,  fiiiatrcsur  le  grand  axe  et  deux  sur  le  moyen  axe. 
Homo/ucalc  est  une  expression  hybride.  11  vaudrait  mieux  dire  conf'ocale. 


deux  une  ellipse  dont  un  des  foyers  coïncide  av^ec  celui 
des  paraboles.  Les  points  d'intersection  de  toutes  les 
paires  de  paraboles  qni  satisfont  à  cette  condition  décri- 
ront d^une  manière  générale  un  ouale  de  Descartes, 


DU  PRODUIT  DE  PLUSIEURS  KOHBRES  CONSÉCUTIFS; 

Pak  m.   Emile  MATHIEU. 


Théorème.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  consécu- 
tifs 

(a)  «(/ï+  i)(/i  4-5t).  .  .   [n-Jfp] 

ne  peut  être  une  puissance  parfaite,  si  le  nombre  des 
facteurs  est  >  «  —  4  î  autrement  dit  si  j)  est  ^  n  —  5 . 

Pour  le  démontrer,  nous  nous  appuierons  sur  un  théo- 
rème énoncé  par  M.  Bertrand  et  démontré  par  M.  Tché- 
bichef. 

Si  n  est  uq  nombre  entier  ^  7,  il  y  a  au  moins  un 

nombre  premier  compris  entre  n  —  2  et  — 

D'après  cela,  il  existera  un  nombre  premier  compris 
entre  n-h  p-{-  1  et — Donc  dans  le  produit  (a) , 

il  existera  un  facteur  9  qui  sera  premier,  si  n — i  est 

.  /ï  -h  I?  -I-  3  .  w 

< ^ 9  ou  SI  n  est  <C  p  +  0  ou  encore  si  p  est 

^  n  —  5.  Or  le  produit  (ce)  ne  peut  contenir  le  carré  de 
0,  attendu  que  2  0  est  >  w  4-  ^5  on  a  eTl*éffel 

2 

d'où 

?.0>> /i -1-/^  H- 3. 


(236) 

Le  produit  (a)  contient  le  nombre  premier  9,  il  n'est 
pas  divisible  par  son  carré  :  il  ne  peut  d9nc  être  une  puis- 
sance parfaite. 

Dans  cette  démonstration ,  on  suppose  »  -f-f^  -h  i >7 
ou  n  -hp  -h  I  <[  7  ;  mais  il  est  facile  de  vérifier  le  théorème 
lorsque  n-^p  est  inférieur  à  7  5  la  proposition  est  donc 
démontrée. 

Cela  posé ,  il  m'a  été  facile  de  vérifier  que  le  produit 
de  plusieurs  nombres  consécutifs 

n{n-\-i).  ,  .  {n-hp) 

ne  peut  être  une  puissance  parfaite ,  toutes  les  fois  que 
le  nombre  n  n'est  pas  supérieur  à  100. 

Cette  vérification  se  fait  très-rapidement-,  si  l'on  re- 
marque que  p  étant  <^n  —  4  9  ^^  ^^  impossible  que  le 
produit  (a)  soit  une  puissance  parfaite  :  i^  si  Tun  des 
facteurs  de  ce  produit  est  un  nombre  premier,  ce  qui  a 
déjà  été  établi  par  MM.  Liouville  et  Gerono  lorsque  le  pre- 
mier facteur  est  i  5  a*'  si  l'un  des  facteurs  est  divisible  par 
un  nombre  premier  R  >/?  sans  être  divisible  par  R'  (*). 


QUESTION  D EXAMEN  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE)-, 


Des  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  des 
termes  de  V équation  générale  : 

ax^ -f-  a' y"^  4-  a"  z'  -h  2  hjz  -\-ih'  xz-^-T^h"  xy -^'Lcx-^-T.dy 
H-  2  c"  z  -H  û?  =  o , 

quand  cette  équation  représente  un  cylindre  parabolique. 
Tous  les  plans  diamétraux  du  cylindre  paral)olique  sont 

{*)  M.  Liouville  a  donné  le  théorème  {|[cnéral,  1807,  p.  277.     Tu. 


(  ^37) 
parallèles  entre  eux;  le  cylindre  parabolique  est  la  seule 
surface  du  second  degré  qui  ait  cette  propriété  :  on  obtien- 
dra donc  les  relations  cherchées  en  exprimant  que  l'équa- 
tion générale  des  plans  diamétraux 

!(am  -f-  6"  /i-f  b')x-\'  [b"m  H-  a'  n  -4-  b)y 
-\-{b'  m  -{-bn-^  a")  z  -h  cm  -h  c' n  +  c"  =  o 

représente  des  plans  parallèles,  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  coefficients  angulaires  m ,  /i ,  des 
cordes  conjuguées. 

Pour  que  cette  condition  soit  remplie  il  faut  que  les 
rapports  des  coefficients  des  variables  x,j^  z,  dans  l'équa- 
tion (i),  soient  indépendants  des  quantités  m  et  n.  Ces 
rapports  ont  pour  expressions 

am  -hb"  n-^  b'       am  -h  b"  n  -^  b' 


b"m+a'n-^b 

b'm  +  bn  +  a"' 

il  faut  donc  qu'on  ait 

a        b'       b"       b' 
b"~  b'      a'~  b' 
d'où 

a        b"        b"        b' 

(a)                 a-'J,     a'- 

bb"          „       bb' 
b''      "    =  b"' 

Telles  sont  les  relations  cherchées.  On  voit  qu'elles  sont 
au  nombre  de  trois  •,  on  peut  en  conclure  que  le  nombre 
des  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  d'un 
cylindre  parabolique  est  six. 

Remarque^  Les  relations  (  2  )  donnent  : 

aa'a"  —  bb'b'\ 
et 

b  b'  *"  =  ab'  =  fl'  ô'>  =  a"  b"\ 
et  par  suite 

ab^  4.  a'  b'^  +  a"b''^  --a  a'  a''  ^2bb'b''  =  o, 
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égalité  qui  doit,  en  eélet,  avoir  lieu,  puisque  la  surface 
n'a  pas  de  centre. 

Des  relations  (a)  donnent  aussi  : 

et  ces  dernières  égalités  montrent  que  les  trois  sections  de 
la  surface  par  les  plans  coordonnés  sont  du  genre  des 
paraboles,  ce  qui  est  encore  une  vérification. 

G. 


OBSERVATIONS  RECTIFICATIVES 

Sur  le  cercle  coupant  orthogonalement  trois  antres  cercles; 

Par  m.   E.   LAQUIÈRE, 

Élève  du  Ivcée  Sainl-Louis. 


i".  Le  cercle  qui  coupe  orthogonalement  trois  autres 
cercles  jouit  d'une  double  propriété.  Les  trois  polaires  de 
chaque  point  de  la  circonférence  par  rapport  aux  trois 
cercles  se  coupent  en  un  même  point,  et  ce  point  d'in- 
tersection est  encore  sur  le  cercle-,  cette  dernière  pro- 
priété est  une  conséquence  d'une  évidence  géométrique 
et  subsiste  même  pour  trois  coniques  quelconques ,  lors- 
que le  lieu  du  point  est  une  ligue  du  troisième  degré.  Or, 
au  t.  V,  p.  121,  184^5  on  lit  que  le  lieu  du  point  d'inter- 
section est  du  quatrième  degré,  ce  qui  est  erroné.  L'ana- 
lyse mène  à  une  équation  du  second  degré  ;  en  effet ,  on 
lit  en  cet  endroit  que  les  équations  des  troî%  cercles,  rap- 
portées au  centre  radical  comme  origine  des  coordonnées, 
sont 

.r'  -f-  j'  -^  2  a  X  -f-  2  Ê  /  -h  7'  =  o  , 
j:^  4-  y-  —  2  y/  .V  ■+-  2  p' j  -f-  72  _.  Q  ^ 
.<f'  4-  }■'  —  2  a/'  X  -+-  2  p"r  -h  7-  =  o , 


(  =>39  ) 
ce  qui  est  très-juste.  Les  équations  des  trois  polaires  du 
point  Xy  y  sont  donc 

(x  —  a  )  X  -I-  (  j  —  p  )  Y  =  a  ^  -+-  p  j  +  7% 

(^  _  a'  )  X  -h  (/  -  p'  )  Y  =  a'  ^  +  P' j  4-  7% 

OÙ  X,  Y  sont  les  coordonnées  courantes.  De  là  on  dé- 
duit 

(a-a')X  +  (p-p')Y  =  (a'~a):r-f-(p'-p)7, 
(a--«-)XH-(p-p")Y  =  («''-«)x-4-{p"-p)r, 

d*où  évidemment 

X  =  ~a:,       Y=:-J. 

Substituant  dans  l'une  quelconque  des  trois  dernières 
équations,  on  trouve 

x"^  -+-  y"^  —  7*  z=  o , 

équation  du  cercle. 

Note  du  Rédacteur.  La  correction  de  M.  Laquièreest 
très-juste.  Une  inadvertance  et  une  faute  de  calcul  m'ont 
fait  parvenir  à  une  équation  du  quatrième  degré  [doîv 
t.  XVI,  p.  268).  La  proposition  a  été  primitivement  dé- 
montrée par  J.-B.  Durrande.  Elle  est  ainsi  formulée  : 

La  circonférence  du  cercle  décrit  du  centre  radical  de 
trois  cercles  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  la  tan- 
gente menée  de  ce  centre  à  l'un  d'eux,  est  à  la  fois  le  lieu 
géométrique  des  points  du  plan  des  trois  cercles  dont  les 
polaires  relatives  à  ces  trois  cercles  concourent  en  un 
même  point  et  le  lieu  géométrique  du  point  de  concours 
des  trois  polaires,  et  ces  deux  points  sont  constamment 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre  de  ce  cercle  [ÂJi- 
/ïa/e5  de  Gergonne ,  t.  XVI,  p.  11 25  i825). 
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Ce  ihéorème  est  suivi  d*un  autre  analogue  pour  quatre 
sphères.  En  général,  lorsque  dans  un  système  d'équations 
entre  des  coordonnées  courantes  et  des  coordonnées  fixes, 
il  y  a  symétrie  entre  les  unes  et  les  autres,  le  résul- 
tat de  Télimination  reste  le  même  en  rendant  fixes  les 
coordonnées  courantes  et  rendant  courantes  les  coordon- 
nées fixes:  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  équations  des  trois 
lignes  polaires  ci-dessus ,  et  aussi  pour  les  équations  des 
quatre  plans  polaires  avec  des  sphères. 


NOTE  SUR  UNE  CONIQUE  ET  SON  CERCLE  DIRECTEUR; 

Par  m.  E.  LEMOINE, 

Élève  en  Spéciales  du  Prytanée  impérial  de  la  Flèche. 


1 .  Lemme.  Soient  A ,  B ,  C  un  triangle  inscrit  dans 
un  cercle ,  O  le  centre  et  H  le  point  de  concours  des  trois 
hauteurs.  Prolongeons  la  droite  AH  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  derechef  le  cercle  au  point  L  \  on  démontre  fa- 
cilement que  le  côté  BC  passe  par  le  milieu  de  HL. 

2.  Construisons  une  conique  ayant  pour  foyers  les 
deux  points  O  et  H  et  pour  grand  axe  le  rayon  du  cercle 
O  qui  devient  le  cercle  directeur  àe  la  conique.  Le  point  L 
étant  sur  ce  cercle ,  H  étant  un  foyer  et  la  droite  BC  étant 
perpendiculaire  à  HL  et  passant  par  son  milieu,  il  s'en- 
suit que  BC  touche  la  conique  au  point  où  ce  côté  est 
coupé  par  le  rayon  OL;  par  les  mêmes  raisons,  les  côtés 
AB,  AC  touchent\di  conique-,  donc  cette  conique  est  in- 
scrite dans  le  triangle  ABC-,  or  lorsqu'un  triangle  et 
même  un  polygone  quelconque  est  à  la  fois  inscrit  dans 
une  conique  et  circonscrit  à   une  seconde  conique,   il 


(  Ml  ) 

existe  une  infinité  de  polygones  doués  de  la  même  pro^ 
priété.  (PoNCELET.  ) 

On  a  donc  le  théorème  qui  suit. 

3.  Théokeme.  Si  deux  côtés  d^un  triangle  inscrit 
dans  un  cercle  directeur  touchent  la  conique^  le  troi- 
sième côté  la  touchera  également;  un  de  ces  triangles 
est  tel,  que  le  point  de  concours  de  ses  trois  hauteurs 
coïncide  at^ec  le  second  foyer, 

A.  Il  y  a  trois  cas. 

i^.  Le  triangle  est  acutangle.  Les  deux  points  H  et  O 
sont  alors  dans  Fintérieur  et  la  conique  est  une  ellipse 
qui  devient  le  cercle  inscrit  lorsque  le  triangle  est  équila- 
téral. 

'2^.  Le  triangle  est  rectangle.  La  coniqile  dégénère  en 
une  droite  qui  va  du  sommet  de  Tangle  droit  au  milieu  de 
l'hypoténuse. 

3*^.  Le  triangle  est  obtusangle.  Les  deux  points  H  et 
O  sont  hors  du  triangle  et  la  conique  est  une  hyperbole. 

5.  Tout  point  de  la  conique  est  également  distant  du 
centre  du  cercle  directeur  et  de  la  circonférence  de  ce 
cercle  :  propriété  qui  subsiste  aussi  dans  la  parabole  où 
le  cercle  directeur  devient  la  droite  directrice  5  le  triangle 
ABC  se  confond  avec  celte  droite,  et  il  n'y  a  pas  lieu  au 
théorème  ci-dessus. 

Note  du  Rédacteur,  M.  Blum  a  fait  voir  par  une  con- 
struction mécanique  ingénieuse  comment  les  cercles  di- 
recteurs et  les  droites  directrices  peuvent  servir  à  décrire 
les  coniques  (t.  Il ,  p.  60  ;  i843)  ;  de  là  Torigine  du  nom. 
Je  crois  que  le  nom  de  directrice  paraît  pour  la  première 
fois  dans  le  Traité  des  Coniques  de  THôpital.  Ne  pour- 
rait-on pas ,  par  une  construction  mécanique  et  à  Taîde 
des  plans  directeurs ,  décrire  les  surfaces  du  second  degré? 
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PROPRIÉTÉS  FOCALES  DES  SURFACES  DU  DEUXIÈME  ORIRR; 

D*APKÈs  HEILERMANN,   de  Gobleittz, 

{Monai.  Dft'ichi.  Berlin,  avril  i858,) 


i .  Théorème.  Par  un  point  quelconque  d'un  ellip- 
soïde passent  deux  lignes  de  courbure  et  deux  plans 
osculateurs  à  ces  lignes;  ces  plans  coupent  le  grand  axe 
en  deux  points  P  et  Q  •,  prenons  sur  ce  même  axe  deux 
points  F  et  F  à  égale  distance  du  centre,  tels,  que  les 
quatre  points  F,  P,  Q,  F^  forment  une  relation  harmo- 
nique ;  les  points  F  et  F'  sont  fixes,  quel  que  soit  le  point 
de  Vellipsoïde,  Nommons  ces  points  focaux. 

2.  Si  par  les  points  F  et  F'  et  par  T intersection  des 
deux  plans  osculateurs  on  mène  deux  plans,  les  angles 
qu'ils  forment  entre  eux  sont  partagés  en  parties  égales 
par  les  plans  osculateurs. 

3.  Les  normales  à  la  surface  meuées  par  les  ombilics 
coupent  le  grand  axe  aux  deux  points  focaux  F  et  F'. 

4.  Deux  sphères  qui  ont  pour  rayons  ces  normales  et 
pour  centre  F  et  F'  sont  égales  et  touchent  la  surface 
aux  ombilics  5  elles  sont  les  sphères  focales . 

5.  Une  tangente  menée  à  Tune  quelconque  de  ces 
sphères  par  un  point  de  la  surface  est  un  rayon  focal. 

6.  Un  hyperboloide  coufocal  coupe  T ellipse  suivant 
une  ligne  de  courbure,  et  vice  versa  chaque  ligne  de 
courbure  est  Tintersection  de  rellipsoïde  avec  un  hyperbo- 
loide confocal.  Le  plan  polaire  d'un  foyer  pris  par  rapport 
à  cet  hyperboloide  est  nouimé  plan  directeur,  La  distance 
des  deux  points  focaux,  divisée  par  Taxe  transverse  de  l'hy- 
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lerboloïde,  est  dite  ï excentricité  de  la  ligne  de  courbure. 

7.  Théorème.  Pour  un  point  quelconque  d'une  ligne 
le  courbure,  le  rayon  focal^  mené  toujours  à  la  même 
'phère  focale^  étant  dii^isé  par  la  distance  du  point  au 
jlan  directeur,  donne  pour  quotient  l'excentricité  de  la 
ligne  de  courbure. 

8.  Théorème.  Pour  tous  les  points  d'une  ligne  de 
courbure,  et  selon  quelle  appartient  à  F  un  ou  à  Vautre 
système,  la  somme  ou  la  différence  des  rayons  foc^iux 
menés  aux  deux  sphères  focales  est  constante, 

9.  Il  existe  aussi  deux  foyers  sur  le  petit  axe  et  deux 
autres  imaginaires  sur  Taxe  moyen,  et  sont  doués  des 
mêmes  propriétés. 

10.  En  prenant  les  carrés  des  trois  axes  principaux  dans 
les  surfaces  à  centre,  le  plus  grand  carré  désigne  le  grand 
axe,  le  plus  petit  carré  le  petit  axe,  et  le  carré  moyen  le 
moyen  axe;  ainsi  compris,  on  a  les  mêmes  propriétés  sur 
toutes  les  surfaces  du  deuxième  ordre  à  centre. 

Note*  Ces  importants  théorèmes  ne  sont  qu'énoncés  5 
fauteur  publiera  les  démonstrations;  ils  sont  analogues 
aux  remarquables  théorèmes  de  M.  l'abbé  Sauze  (p.  35  et 
36),  et  que  M,  Chaslcs  a  découverts  en  i838  par  une 
autre  voie  (Nvut^elles  annales,  t.  \I,  p.  23o). 

FORMULES  FONDAMENTALES  DE  L'ANALYSE  SPHÉRIQUE 

.  (TOir  pape  209); 

Par  m.  VAWNSON. 


Problème.  Déterminer  les  foyers  dans  une  courbe 
sphérique  du  second  degré ,  la  courbe  étant  rapportée  à 
son  centre  et  à  ses  axes, 

i6. 


Nous  appelleroiisyb/er  un  point  tel,  que  la  tangeutede 
sa  distance  J,  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  soit 
une  fonction  rationnelle  de  Tabscisse  du  point,  de  la 

forme r"  Si  nous  appelons  ocf  et  j^  les  tangentes  des 

coordonnées  du  point  inconnu,  nous  aiu'on» 


Le  dénominateur  étant  rationnel ,  il  faut  que  le  numéra^ 
leur  le  soit  \  d'où  l'on  conclura  comme  sur  un  plan  quey 
doit  être  nul  y.  et  si  on  remplace  j-'  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  de  la  courbe,  la  quantité  qu'on  trouvera  sous 
le  radical  devra  être  un  carré,  ce  qui  donne 


d'où  il  résulte  qu'ion  doit  avoir 

Si  ou  désigne  par  y  la  distance  du  centre  au  foyer,  et  par 
a  et  6  les  deux  demi -axes,  on  lire  de  Téquation  précédente 

I  -H  b^       cos'a 

ces  7  = :  =  — rz  ; 

'        1  -h  fl-       cos'  6  ' 

les  foyers  s'obtiennent  donc  comme  pour  Tellipse  plane, 
en  construisant  un  triangle  rectangle  dont  on  connaît 
rhypolénuse  cl  un  côlé.  Quant  à  l'expression  de  lang  ^, 
elle  devient,  en  appelant  c  la  tangente  de  l'arc  y, 


et  SI  on  pose 


ex 

tang(î 

a 

I  -4- ex 

ex 
a 

tang  ç, 

(  ^45  ) 
9D.  trouve 

taDg^==tang(a  — y), 

^  =  a  —  y. 

Si  on  appelle  ^  la  distance  du  point  de  la  courbe  à  Tautre 
foyer,  on  aura 

-donc 

On  a  aussi 


^. 


d'où  l'on  voit  qu^on  a 

On  peut  se  proposer  le  problème  inverse,  c'est-à-dire 
•chercber  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  soit  constante;  on  retombe 
«ur  l'équation  de  F  ellipse. 

Quand  la  courbe  n'est  pas  rapportée  à  ses  axes,  on  ap- 
pelleybyer  un  point  tel,  que  la  tangente  de  sa  distance  [d) 
à  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  une  fonction  ra- 
tionnelle des  tangentes  des  coordonnées  de  ce  point,  de  la 

forme  -~ -, — —  \  d'après  l'expression  trouvée  pour 

tang  J,  on  doit  donc  avoir 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe,  est  identique  à  l'équation  de  la  courbe,  ce  qui 
donne  cinq  relations  pour  déterminer  les  cinq  inconnues 
m^f  n^  p^  ^ 'tj^ *  On  peut  prendre  des  coefficients  <juel- 
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conques  ;  mais,  pour  abréger  le  calcul  et  la  discussion,  nous 
supposerons  la  courbe  rapportée  a  son  centre  intérieur, 
ce  qui  donnera 

D=E  =  o     et     B»<4AC, 
d'où 

F<o, 

pour  qu'il  y  ait  une  courbe  réelle.  Les  équations  à  ré- 
soudre seront  donc 

(i)  mp  -h  x'  =  ^9     np  +  x''=zOy 

m^  —  x\  —  I  ri*  —  y\  —  i 

,  Â  ""  C 

a)  { 

^  _  2  (m/?  -4-  y' a:')  _p'-^\-  y], 

"~  B  "^  F  ' 

les  deux  premières  donnent 

y  =z^mpy      af  zzz'-^np; 


d'où 


y        m 
or'         n 


Ce  qui  fait  voir  déjà  que  les  points  démandés  sont  sur  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  passant  par  le  centre  et 
perpendiculaire  au  cercle  qui  aurait  pour  équation 

my  -i-  nx  -{-  p  =z  o. 

Cette  circonférence,  contenant  les  points  demandés,  sera 

connue  quand  nous  aurons  calculé  le  rapport  —  On  tire 

aussi  des  équations 

ce  qui  place  les  points  demandes  sur  un  second   cercle 
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concentrique  à  la  courbe,  et  qui  sera  connu  quand  nous 
aurons  trouvé  p'  et  m*  -h  n*. 

Pour  avoir  le  rapport  —9  je  remplace  dans  les  équa- 
tions (2)  a/  et  y'  par  leurs  valeurs,  ce  qui  donne 
m'  —  /î^/?*  —  I  n}  —  m*/?'  —  i 

(3)  \  ^  "  ^ 

2m/î(i-|-/?') /?'(i  —  m*  —  /i') 

—  B  F 

Si  je  divise  dans  les  deux  premiers  rapports  la  différence 
des  numérateurs  par  celle  des  dénominateurs,  j'aurai  un 
rapport  que  je  pourrai  égaler  au  troisième,  j'aurai  donc 


posant 


m 
n 

n 
m 

m 
n 

2(A  — 

B 

1 

j'aurai  l'équation 

(A-C) 

Z*  —  2  ^ z  —  I  =r  o. 

B 

Il  faut  choisir  celle  des  valeurs  de  z  qui  convient  à  la 
question  ;  or  nous  avons  B*  <]  4  AC,  d'où  il  est  aisé  de 
conclure  que  i  —  m^  —  n^  est  positif,  et,  d'après  le  signe 
de  F,  que  le  produit  mn  est  de  signe  contraire  à  celui 

de  B^  il  en  sera  de  même  pour  —  Ainsi  il  faut  prendre 

celle  des  valeurs  de  z  qui  est  de  signe  contraire  avec  B. 
Soit,  pour  fixer  les  idées,  B  <^  o,  nous  prendrons  la  racine 
positive-,  et,  si  nous  supposons  A<^C,  ce  sera  la  plus 
grande:  elle  sera  donc  supérieure  à  i  •,  soit  a  cette  racine, 
nous  aurons  m  =  «  a.  Maintenant  l'égalité  des  deux  pre 
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miers  rapports  (3)  nous  donne 

,_(/w»--  i)C  —  (/!'—  i)A^ 

portant  cette  valeur  dans  l'équation  formée  par  le  premier 
et  le  dernier  rapport,  et  posant  m=:  nu,  nous  obtenons 

""  — «»(C-F)-^(A-F)' 
expression  évidemment  positive  ]  d'où 

m^== ^ et     0'=— î^ '• 

'^  —  a^(C.-F)  — (A  —  F)  ^         C  — Aa» 

Pour  que  cette  dernière  expression  soit  positive,  il  faut 
qu'on  ait  __ 

,  ^  C  ^)/C 

a^>~      OU     a>-7=:» 

A  ^A 

condition  qui  est  satisfaite  5  car  si  nous  remplaçons  dans 
réqualion  qui  donne  2,  celte  lettre  par  K/'r^  nous  obte- 
nons un  résultat  négatif  5  donc  i/—- tombe  entre  les  deux 

racines,  la  positive  ou  a  est  donc  plus  grande  que  \/-r' 

Détermine?^  la  directrice  dans  une  courbe  quelconque 
du  second  degré.  Si  nous  appelons  J'  la  distance  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  à  la  circonférence  qui  a 
pour  équation 

my  4-  //op  H-  />  =  G, 

nous  aurons^  d'après  une  des  foijnules  préccdcnles^ 
m  y  -^  njc  -r-  p 


-   sin  <î  =x 


V^i  4-  ^'-4-  r^*  si m'^ -h  n^ -\'  p"^ 


(  >49) 
Nous  avons  déjà  pour  la  distance  du  même  point  de  la 
courbe  au  foyer 

d'où 


sJD  ^'  _  y/i  4-J^;  -Hr? 
sin  S        ^//i»  4-  /î'  4-  ^» 

quantité  constante. 

Donc,  étant  donnée  une  courbe  sphérique  du  second 
degré  et  un  de  ses  foyers,  on  peut  trouver  une  circonfé- 
rence de  grand  cercle  telle,  que  les  sinus  des  distances  d'un 
point  de  la  courbe  à  cette  circonférence  et  au  foyer  donné 
soient  dans  un  rapport  constant.  On  aura  donc  deux  di- 
rectrices correspondantes  chacune  à  chaque  foyer,  et, 
pour  avoir  Féquation  d'une  directrice,  il  sufBt  d'égaler  à 
zéro  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  qui  donne 
la  tangente  de  la  distance  d'un  point  au  foyer.  Ainsi, 
quand  la  courbe  est  rapportée  à  ses  axes,  on  trouve 


tang  S  : 


ex 
a 


L'équation  d'une  des  directrices  est  donc 


ce  qui  montre  que  la  directrice  est  la  polaire  du  foyer, 
comme  on  peut  le  démontrer  aussi  sur  l'équation  géné- 
rale. Pour  obtenir  géométriquement  la  directrice,  il  suf- 
fira donc  d'élever  par  le  foyer  un  arc  perpendiculaire  à 
l'axe  jusqu'à  la  rencontre  du  cercle  principal,  de  mener 
à  ce  cercle  par  le  point  de  rencontre  un  arc  tangent,  qu'on 
prolongera  jusqu'à  Taxe;  on  aura  ainsi  le  pied  de  la  di- 
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rectrice,  ce  qui  suffira  pour  la  déterminer.  L'expression 
de  tang  d  donne  encore 


c 


donc  on  aura 


sin  $' ^i  -f-c'    a  ^i  -^  e*  taogacosf 

sin7 


\/«'+è  V'"^? 


en  appelant  (f  la  distance  du  centre  à  la  directrice,  y  celle 
du  centre  au  foyer,  et  a  le  demi-axe  des  foyers. 

Théorèbce.  Si  une  circonférence  de  grand  cercle  coupe 
la  courbe  en  deux  points  A  et  B,  et  si  on  la  prolonge  jus- 
quà  la  rencontre  de  la  directrice  en  C,  Varc  qui  joindra 
le  point  C  au  foyer  F  correspondant  à  cette  directrice, 
dii^isera  en  deux  parties  égales  l* angle  extérieur  du 
triangle  ABP. 

Se  démontre  comme  sur  un  plan. 

Corollaire»  Si  Tare  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  dircc- 
irice  est  langent  à  la  courbe  au  point  A,  Taugle  AFC  sera 
droit*,  d'où  il  résulte  que  la  polaire  d'un  point  C  de  la  di- 
lectrice  passe  au  foyer,  et  fait  un  angle  droit  avec  l'arc 
qui  joint  le  point  C  au  foyer.  Delà  un  moyen  graphique 
de  mener  une  taiigenle  à  la  courbe  par  un  point  de  son 
contour,  et  aussi  par  un  point  quelconque.  En  effet,  soit  A 
ce  point  ]  supposons  le  problème  résolu  et  soient  m  et  n  les 
points  où  la  polaire  de  A  coupe  les  deux  directrices,  joi- 
gnons A  au  foyer  F,  et  concevons  cet  arc  prolongé  jusqu'à 
ce  qu'il  coupe  la  directrice  correspondante^  soit  D  le 
point  de  rencontre,  les  trois  points  A,  F,  D  étant  sur  une 
même  circonférence,  leurs  polaires  passent  au  même 
point;  or  la  polain»  du  foyer  est  la  directrice,  et  la  po- 
laire du  point  D  est  une  circonférence  menée  par  F  per- 
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pendicul  ai  rement  à  Tare  AFD  :  donc  la  rencontre  de  cet 
arc  avec  la  directrice  donnera  le  point  n.  Le  point  m  se 
trouvera  de  même,  en  joignant  A  au  deuxième  foyer  F, 
et  en  menant  sur  AF'  un  arc  perpendiculaire  prolonge 
jusqu'à  la  deuxième  directrice  5  on  joindra  ensuite  les 
points  m  ein  par  un  arc  de  grand  cercle  qui  sera  en. gé- 
néral la  polaire  du  point  A.  Les  points  de  contact  seront 
à  l'intersection  de  cette  circonférence  polaire  avec  la 
courbe.  Si  la  courbe  n'est  pas  tracée  et  qu'on  connaisse 
ses  foyers  et  Taxe,  on  pourra  trouver  les  deux  points  de 
rencontre  géométriquement. 

Problème.  Étant  donnés  unfoyer^  sa  directrice  et  un 
point  A,  construire  la  courbe. 

Si  du  foyer  F  nous  abaissons  sur  la  directrice  un  arc 
perpendiculaire  coupant  la  directrice  au  point  m,  nous 
aurons  ainsi  la  direction  de  l'axe  5  pour  trouver  les  som- 
mets, abaissons  du  point  A  une  perpendiculaire  sur  la 
directrice,  soit  P  son  pied.  Menons  la  bissectrice  AD  de 
Tangle  PAF;  le  point  D  divisera  l'arc  FB  en  deux  parties, 
dont  les  sinus  seront  comme  sinus  AP  est  à  sinus  AF. 
Pour  avoir  un  sommet ,  il  suffit  donc  de  diviser  l'arc  Fw 
de  la  même  manière.  Pour  cela,  il  faut  prendre  à  partir 
du  milieu  I  de  m  P  un  arc  IH  d'un  quadrant,  et  joindre 
H  au  point  D,  la  rencontre  de  l'arc  HD  avec  l'axe  sera  un 
des  sommets-,  faites  la  même  construction  après  avoir 
tracé  la  bissectrice  extérieure  au  sommet  A  du  triangle 
PAD,  vous  aurez  le  second  sommet  de  la  courbe. 

Problème.  Étant  donnés  un  foyer  Y  et  trois  points  A, 
B ,  C  d'une  conique  sphérigue,  la  construire. 

La  construction  géométrique  qu'on  emploie  sur  un 
plan  s'applique  sur  la  sphère  et  donne  quatre  solutions. 
Nous  allons  indiquer  la  solution  analytique.  Si  nous  pre- 
nons le  foyer  comme  origine  des  coordonnées  et  des  axes 


(  aSa  ) 
rectangles,  réquaiion  de  la  courbe  sera 

a?*  H-  7'  =  (  my  H-  /î.r  -+-  ^  )% 

m,  n,  p  sont  les  inconnues.  Soient  a  et  6Jes  tangentes  des 
coordonnées  du  premier  point,  et  <î  la  tangente  de  sa 
distance  au  foyer,  etc.,  nous  aurons  les  trois  équations 

Prenons  d'abord  les  signes  supérieurs,  nous  aurons  faci* 
lement  m^net  p^  sous  la  forme 

Si  nous  prenons  les  doubles  signes  pour  cî'  et  d"  seule- 
ment, nous  aurons  quatre  systèmes  de  valeurs  pour 
m,  71,  p.  Quant  à  prendre  le  double  signe  pour  cî,  cela 
reviendrait  à  changer  à  la  fois  les  signes  de  w,  de  n  et 
dep,  ce  qui  donne  les  mêmes  directrices  et  par  suite  les 
quatre  mêmes  courbes. 

Lemme  I.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  trousser 
h  lieu  du  point  M  tel,  que  l'angle  AMB  soit  droit. 

Prenons  pour  origine  le  point  milieu  de  l'arc  AB,  ap- 
pelons 2 a  la  distance  AB  que  je  supposerai  moindi-c 
qu'un  quadrant,  z  la  latitude  de  m  eix  sa  longitude  ou 
son  abscisse,  nous  avons  par  une  propriété  connue  du 
triangle  rectangle 

sin' z  =  tang  (a  H-  a: ) . tang  (a  —  x ). 

C'est  réquaiion  du  lieu,  mais  il  faut  quelques  transfor- 
mations pour  reconnaître  la  nature  de  la  courbe.  On  a 

d'abord 

lanc'fl  —  tant'  .r 

sin'z  =  — ^-_- ^  ; 

j  — t^a  tang' je 


(  ^53) 
delà 

lang^ z(i  —  lang' « )  H-  sin' x  =  cos' x  tang'n ; 

si  nous  projetons  l'arc  z  sur  Taxe  des  y  et  que  nous  appe- 
lions Y  la  tangente  de  la  projection,  nous  trouverons 


tang»^    _^ 


/  sin*  a  \ 

\COS2fl/ 


tang'a 


ou,  plus  simplement, 
en  posant* 


=  5%    et    tang  «  =  a. 


cos2a 


C'est  donc  une  ellipse  sphérique  ;  les  foyers  se  trouvent 
sur  l'axe  desj^. 

Remarque.  Si  on  prend  pour  origine  le  point  A,  on 
arrive  plus  simplement  encore  au  résultat  qui  est 
jc»  -f.  j»  —  A  a:  •=  o. 

A  exprime  la  tangente  de  l'arc  donné  AB. 

Lemme  n.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  tromper 
le  lieu  du  point  m  tel  y  que  les  sinus  des  distances  de  m 
à  A  et  à^  soient  dans  un  rapport  donné. 

Ce  problème,  comme  dans  la  géométrie  plane,  se  ra- 
mène au  précédent.  Le  lieu  est  donc  une  ellipse  sphérique. 

Problème.  Étant  donnés  la  directrice  d'une  conique 
sphérique  et  deux  points  A,  B,  trouv^er  le  lieu  du  foyer. 

Ce  problème  se  ramène  facilement  à  trouver  le  lieu  des 
points  tels ,  que  les  sinus  de  leurs  distances  aux  points 
donnés  soient  comme  les  sinus  des  distances  de  chaque 
point  à  la  directrice.  Le  lieu  est  donc  une  ellipse  dont 
Vaxe  est  dirigé  suivant  l'arc  AB-,  une  extrémité  de  cet  axe 
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est  à  la  reneoiilre  (1  de  Parc  ÂB  prolongé  jusqu'à  la  di- 
rectrice. On  peut  Irouver  Tautrc  extrémité  par  la  con- 
struction suivante  :  Abaissez  des  points  A,  B  les  arcs  AA', 
BB'  perpendiculaires  à  la  directrice^  soit  O  leur  ren- 
contre ;  joignez  le  point  O  à  la  rencontre  des  diagonales 
du  quadrilatère  ABA'B'  par  un  arc  coupant  AB  en  un 
point  D:  les  quatre  points  C,  A,  D,  B  sont  harmoniques; 
donc  on  a 

sin  AD sin  AC sin  AA' 

sinBD ~"  sinBC  "~  sinBB'* 

Donc  le  point  D  est  un  point  du  lieu  demandé^  il  en  est 
de  même  de  sa  projection  D'  sur  la  directrice.  On  pourra 
trouver  le  second  axe  géométriquement  au  moyen  de  celte 
propriété  évidente  du  cercle  principal  :  les  tangentes  des 
ordonnées  de  deux  points  correspondants  dans  la  courbe 
et  le  cercle  principal  sont  comme  les  tangentes  des  deux 
demi-axes  de  la  courbe. 

Problème.  Etant  donnés  la  directnce  et  (rois  points, 
construire  la  courbe. 

Ce  problème,  d'après  ce  qui  précède,  se  ramènera  à 
construire  deux  ellipses  dont  rinterseclion  donnera  le 
foyer.  Si  Ton  voulait  le  résoudre  par  l'analyse,  on  pour- 
rait prendre  la  directrice  pour  axe  des  j^.  et  l'équation  de 
la  courbe  serait 

72'^'  =  [jr  -^yy  -H  (.r  -  ^')'4-  (/^'  —  r'^)% 

,r',  y  désignant  les  tangentes  des  coordonnées  du  foyer. 
Les  coordonnées  des  trois  points  devant  vérifier  cette 
équation,  on  serait  conduit  à  résoudre  trois  équations  à 
trois  inconnues,  n  s'élimine  immédiatement ,  et  il  reste 
deux  équations  du  second  degré  centre  x'  et  y^  dont  cha- 
cune représente  une  des  ellipses  ci-dessus  indiquées. 

Propriétés  de  r  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  On  a  vu 
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qu'elle  avail  pour  équation 

Si  sur  AB  comme  diamètre  on  décrî  t  un  cercle  qu'on  appel- 
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lera  cercle  principal j  on  aura ,  entre  les  ordonnées  Y  et  j^ 
de  ce  cercle  et  de  T  ellipse  correspondantes  à  une  même 
abscisse,  la  relation 

jr  ~  ô 

Celte  relation  a  également  lieu  pour  les  arcs  latitudes 
des  deux  points  ou  leurs  projections  sur  l'axe  desj-.  De  là 
résulte  un  moyen  de  construire  Fellipse  par  points  quand 
on  connaît  ses  axes.  On  mènera  par  un  point  M  quel- 
conque du  cercle  principal  l'ordonnée  MD  ;  on  joindra 
P  et  M  par  un  arc  de  grand  cercle  qu'on  prolongera  jus- 
qu'à la  rencontre  de  l'axe  AB  en  H^  on  joindra  CH  par 
un  arc  qui  coupera  T  ordonnée  MD  en  un  point  N.  Ce 
point  appartiendra  à  la  courbe. 

Si  l'on  joint  deux  points  M,  N  de  l'ellipse  par  un  arc  de 
grand  cercle  et  les  points  correspondants  du  cercle  prin- 
cipal par  un  second  arc  M',  N',  ces  deux  arcs  ifiendronl 
couper  Taxe  commun  au  même  point.  Si  les  deux  points 
M  et  N  sont  supposés  infiniment  voisins ,  on  aura  le  corol- 
laire suivant  : 

Deux  tangentes  menées  Tune  à  l'ellipse,  l'autre  au  cer- 
cle principal  en  des  points  correspondants  coupent  l'axe 


(  sSti  ) 
commun  au  même  point.  Ce  qui  donne  un  moyen  géomé- 
trique de  faire  passer  par  un  point  quelconque  une  tan- 
gente à  une  ellipse  sphérique ,  et  aussi  de  mener  une  tan- 
gente commune  à  deux  ellipses  ayant  leurs  axes  a,  al  sur 
un  même  cercle,  et  les  tangentes  des  quatre  axes  étant 
données  en  proportion. 

Problème.  Étant  donnés  les  directions  des  axes  d'une 
ellipse  et  deux  points ,  trouver  la  grandeur  des  axes. 
Soient  A  et  B  les  points  donnés ,  A'  et  B'  les  points  cor- 
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respondants  du  cercle  principal  supposé  connu,  C  et  C  les 
points  symétriques  de  B  et  B',  X  la  rencontre  de  Parc  AB 
avec  l'axe  OX ,  Y  la  rencontre  du  même  axe  avec  Tare  AC 
ou  avec  A'C,  enfin  P  la  rencontre  des  arcs  A' A  etB'B. 
D'après  un  théorème  démontié  plus  haut  sur  les  sécantes 
menées  d'un  même  point  X ,  l'arc  PY  sera  la  polaire  deX. 
Soit  T  le  point  où  cette  polaire  coupe  le  cercle ,  le  triangle 
OTX  sera  rectangle  et  donnera 

tangOX.tangOY  =  tang^OT  =  tang'a 

[a  étant  le  demi -axe  sur  OX).  On  construira  donc  a  en 
se  vservant  du  théorème  sur  la  sécante  et  la  tangente  au 
cercle  menées  d'un  même  point.  L'autre  axe  se  trouve  de 
même. 


(  a57  ) 

Problème.  On  donne  un  des  axes  d'une  ellipse  éri 
direction  et  trois  points ,  trou\^er  le  centre  et  les  axes  en 
grandeur. 

Soient  A ,  B ,  C  les  points  donnés ,  MN  la  direction  dé 
l'axe  a  inconnu,  et  O  le  centre  supposé  connu;  soit  en- 
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côre  B'  le  symétrique  de  B  5  prolongez  les  arcs  AB  et  AC 
jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  aux  points  X,  X'.  On  aura , 
d'après  le  problème  précédent, 

tangua  =  tangOX.tangOY. 

Opérant  de  même  sur  les  points  A  et  C ,  nous  aurons 

tang'ci  =  tangOX'.tangOY'. 

Si  nous  prenons 

0Z=20Y,     0N  =  20X,     0Z'  =  20Y%     0M  =  20X', 

et  que  sur  ZN  pris  pour  arc  nous  décrivions  un  cercle  et 
un  autre  sur  mZ%  il  suffira  de  construire  l'axe  radical  de 
ces  deux  cercles,  et  son  intersection  avec  MN  donnera  le 
centre.  La  tangente  menée  de  ce  point  à  l'un  des  cercles 
fera  connaître  le  demi-axe  a. 

Théorème.  Dans  une  ellipse^  les  tangentes  carrées 
des  latitudes  de  deux  points  sont  comme  les  produits 
des  sinus  des  segments  déterminés  sur  l 'axe  par  les  or-- 
données  des  deux  points. 
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Si  dans  Téquation  de  l'ellipse  nous  remplaçons  l'or- 
donnée géométrique  par  la  latitude,  il  faudra  au  lieu  de/ 

Y 

mettre  — ^9  ce  qui  transforme  Téquation  et  donne 


cosX 


Z!      siD^_ 


de  là 

Y'  sin'  a  —  sin*  x        sin  (  a  H-  x)  sic  (a  —  x) 

Y]       sin'a  —  sin'x'       sin  (a  -t-a/)  sin(a  —  x') 

Diamètres  dans  V ellipse  sphérique. 

Si  par  un  point  A  situé  à  90  degrés  du  centre  on  mène 
un  arc  sécant  aux  points  B  et  C,  quon  détermine  le 
centre  sphérique  des  moyennes  distances  des  points  B  et 
C,  c'est-à-dire  un  point  tel,  qu^on  ait 

langa/  -h  langx" 
tangX=  — ^ ^^— vt 

le  lieu  de  ce  centre  sera  une  circonférence  de  grand  cercle 
passant  au  rentre  :  on  la  nomme  diamètre  relatif  aux 
cordes  partant  Av.  A.  En  effet,  appelons  A  la  tangente 
de  la  latitude  de  A,  l'équation  de  toute  circonférence 
passant  par  le  point  donné  sera 

y  =  kx  -4-  b. 

Combinons  cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  et  pre- 
nons la  demi-somme  des  racines  ,  puis  éliminons  6;  nous 
aurons  comme  sur  un  plan 

b' 

ce  qu'on  avait  énoncé.  Soit  A'  le  coefficient  de  cette  cir- 
conférence ,  nous  aurons 


(  »59  ) 
On  voit  d'après  celte  relation  que  si  Ton  prend  sur  le 

diamètre  MN  une  longueur  OD  =  -»  les  cordes  menées 

du  point  D  auront  pour  diamètre  OA.   Ainsi  les  deux 
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cercles  OA  et  OD  sont  tels,  que  chacun  est  le  diamètre 
des  cordes  concourant  avec  Fauire  à  90  degrés  du  centre. 
On  les  nomme  diamètres  conjugués.  Si  Ton  joint  A  aux 
points  M  et  N,  on  a  évidemment  deux  tangentes  ,  en  sorte 
que  la  polaire  d'un  point  A  à  90  degrés  du  centre  n'est 
autre  que  le  diamètre  des  cordes  menées  de  ce  point.  Si 
par  le  point  C,  extrémité  de  Taxe,  on  lui  mène  un  arc 
perpendiculaire  prolongé  jusqu'à  la  rencontre  de  deux 
diamètres  conjugués,  puis  qu'on  projette  les  arcs  CL, 
CN'  sur  l'autre  axe,  on  aura,  en  nommant  p  et  p'  les 
tangentes  en  valeur  absolue  de  ces  projections, 

quant  aux  axes  eux-mêmes,  on  aura 

tangCL .  tang  CN'  =n  b^  cos'^. 

^applications.  Fêtant  donné  un  diamètre  ON,  construire 
géométriquement  son  conjugué. 

On  y  parvient  aisément  à  Taide  du  théorème  sur  les 
sécantes  au  cercle  menées  d'un  même  point. 

'7> 


(  26o  ) 

Application.  Étant  donnés  les  axes  d^une  ellipse ^ 
construire  deux  diamètres  conjugués  qui  fassent  entre 
eux  un  angle  a  («  <C  9^  degrés). 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soient  OM,  ON  les 
deux  diamètres  demandés  et  OA  Taxe  5  prolongeons  ces 
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trois  arcs  jusqu'à  leur  rencontre  en  M',  N',  A'  avec  uh 
grand  cercle  ayant  O  pour  pôle;  Tare  M'N'  sera  égal  à 
OL ,  et  Ton  aura 

w../           w,vT/       tangAM.tancAN       h^ 
tangA'lvr.  tangA'N'  =  — - — —^ — ^ =  -., 

a  eib  représentant  les  tangentes  des  demi-axes.  Si  donc 
on  élève  aux  points  A  et  B,  extrémités  des  axes,  deux 
arcs  perpendiculaires  se  coupant  en  M'',  qu'on  prolonge 
l'arc  M'' jusqu'en  T,  on  aura 


donc  on  a 


tangA'T=  -; 


tangA'M'.  tangA'N/  =  tang'A'T. 


Le  problème  est  donc  ramené  à  diviser  un  arc  M'JN'  en 
deux  segments  tels ,  que  le  produit  de  leurs  tangentes 
égale  tang*  A'  T.  Pour  cela ,  je  prends 


A'S  =  2A'T     et     SS': 


2a: 


(  a6i  ) 
sur  SS'  comme  arc  diamétral  je  décris  un  cercle,  et  deO 
comme  pôle  un  autre  cercle  avec  OS  —  A' S  comme  dis- 
tance polaire  5  je  suppose  que  les  deux  cercles  se  coupent 
en  V,  V;  je  projette  V  sur  SS'  et  j'ai 

RS'         RS  RV  SA'       b* 

tang —  tanc  —  =  tang'  —  =  tang*  —  =  -:; 
"2         °2  2  °2        a* 


or 

RS       RS' 

1 —  a; 

22 

4onc  il  suffit  pour  achever  la  construction  de  prendre 

A' M'  et  A'N'  égaux  aux  arcs  — >  — >  et  de  prendre  O 

aux  points  M',  N'  ainsi  obtenus. 

Discussion,  Pour  que  les  cercles  se  coupent,  il  faut 
qu'on  ait 

A'S<a, 

ou 

tatig»A'T<tanga, 
ou 

lab 


tang  a  >  - 


b-' 


€e  qui  donne  le  minimum  de  l'angle  aigu  formé  par  deux 
diamètres  conjugués.  Quand  on  prend  pour  a  sa  valeur 
minimum,  il  résulte  de  la  construction  que  les  deux  dia- 
mètres sont  également  inclinés  sur  Taxe,  et  par  consé- 
quent sont  égaux  ^  ils  sont  représentés  par  OM"T  et  sonX 
symétriques  par  rapport  à  Taxe  delà  courbe. 
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QUESTIONS. 


442. 


sin  (at  +  g»  4-  «3  H-  ■  ■  .  -4-  «n) 
sin  «0  sin  (a^  4-  a,  ■+•  a,  -f- . .  .  -+-  a„) 

sin  ai  sin  a. 


sin  ao  sin  (ao  +  a,  )       sin  ( ao  -H  a, )  sin  (ao  -4-  a,  4-  aj) 

sina« 
sin  (a»  4- a,  4-.. .  4- «n-i)  sin  {ao4- «i  4- a>  4-...4-a„) 

(Oscar  Werner.) 

443.  Par  un  fointjixe  donné  dans  le  plan  d'une  co- 
nique  passe  une  sécante  mobile^  trouver  le  lieu  géomé- 
trique du  point  d'intersection  des  deux  normales  menées 
à  la  conique  aux  deux  points  où  la  sécante  coupe  la  co- 
nique. Quel  est  le  lieu  lorsque  le  point  fixe  est  un  foyer? 

444.  On  a  n  urnes  renfermant  chacune  les  m  premiers 
numéros.  On  tire  un  numéro  de  chaque  urne;  quelle  est 
la  probabilité  que  la  somme  des  nombres  sortis  i^soit  égale 
à  un  nombre  donné,  2®  soit  comprise  entre  deux  nombres 
donnés  ? 

445.  Si  dans  un  déterminant  d'ordre  n  on  efface  tous 
les  tenues  qui  renferment  au  moins  deux  éléments  de 
l'une  quelconque  des  deux  diagonales  ou  d'une  parallèle 
à  ces  diagonales,  quel  est  le  nombre  des  termes  restants  ? 
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SOLUTION  DE  LA  aUESTION  431  (PROUHET) 

(TOir  p.  185): 

Par  m.  Albert  BERGIS, 
Élève  de  seconde  au  lycée  Gharlemagne  (dasee  de  M.  Rouché). 


ABCDEF  est  un  hexagone  inscrit  dans  une  circonfé^ 
renée.  Si  F  on  pose 

AB  =  û,      CD  =  ^,      EF=:c, 
DE  =  û',     FA  =  ^',     BC=c', 

CF  =  A,      BE  =  B,     AD  =  C, 

ou  aura 

A.B.C  =  aa'  A  -f-  ^^»'  B  -f-  ce'  C  -h  «^c  -+-  a'  h' c\ 

Désignons  par 

B',     a,     D',     E',     r,     A', 

les  diagonales 

AC,     BD,     CE,     DF,     EA,      FB. 

Le  théorème  de  Plolémée,  appliqué  successivement  aux 
quadrilatères  inscrits  CEBF,  BCAF,  ABCD,  BCDE, 
donne 

(i)  D'.A'  =  A.B~.c.c', 

(2)  A'B'  =  ^'c'-f-«A, 

(3)  B'C'  =  û^-+-c'C, 

(4)  C'D'  =  £i'c'4-^B. 

En  multipliant  (i)  par  (3)  et  (a)  par  (4),  on  obtient 
pour  le  produit 

A'.B'.CD', 
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les  deux  valeurs 

(flA4-c'C)(AB  — ce'), 

qu'il  suffit  d'égaler  pour  trouver,  réductions  faites,  la  re- 
lation à  démontrer. 

Note,  M.  L.-M.-A.-G.  Andanson,  professeur  à  Tour- 
nus,  constate  qu'il  n'existe  que  deux  systèmes  distincts 
de  trois  quadrilatères  qui  mènent  chacun  au  but. 

MM.  L.  Brault  {institution  Barbet),  L.  Chaillot  (classe 
de  M.  Lenglier,  lycée  de  Versailles),  H.  Hermary  (lycée 
de  Saint-Omer,  classe  de  M.  Souillart),  Mendes  (lycée 
Saint-Louis,  classe  de  M.  Briot),  J.  Grouvelle  (lycée 
Louis-le-Grand ,  classe  de  M.  Vieille),  ont  résolu  la  ques* 
tîon  de  la  même  manière. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  404 

(TOir  t.  XVI,  p.  401>; 

Par  m.   g.  JOURTNEAUX,   de  Liège. 


Deux  points  matériels  parcourent  d'un  mouvement 
uniforme,  avec  des  vitesses  données  en  grandeur  et  en 
direction,  deux  droites  situées  dans  l'espace  ;  trouver 
l'équation  de  la  surface  décrite  par  la  droite  variable  qui 
passe  par  deux  positions  simultanées  des  points  matériels. 

Soient  M  et  M' les  deux  points  mobiles,  s^  el  \^  leurs 
vitesses,  A  et  A'  leurs  positions  respectives  sur  les  droites 
données  à  l'origine  du  mouvement,  et  posons  AA'=  2 5. 
Prenons  le  milieu  O  de  A  A'  pour  origine,  pour  axe  des  z 
la  droite  A  A'  elle-même,  et  pour  axes  des  x  et  desj^  les 
parallèles  menées  par  le  point  O  aux  deux  droites  don- 
nées.  Les   roordonnécs  positives  sont  comptées  dans  le 
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sens  du  mouvement.  Les  équations  de  la  droite  AM  seront 

z  =  5     et     y  =z  o; 

celles  de  la  droite  A'  M' 

z  =  —  S    et     J7  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  M,  après  un  temps  quel- 
conque ?,  seront  donc 

X  =:Ptj     J  =  O      et     zz=z  §; 

celles  du  point  M',  au  même  instant, 

ar  =  o,     7  =  f>'r     et     z  =:  —  8, 

On  aura  donc  pour  équation  de  la  droite  passant  par  ces 
deux  points 

(D)  j  et 

et,  en  éliminant  t  entre  ces  deux  équations,  on  obtiendra 
pour  l'équation  de  la  surface 


(S) 


v{S^z)  "  i/(§^z) 


Les  sections  de  cette  surface  par  les  plans  des  xz  et 
des  j^z  sont,  comme  on  devait  s'y  attendre,  les  deux  droites 
données  elles-mêmes.  La  section  par  le  plan  des  xy  est  la 
droite 


«  =  G,       X  =  -  X. 


Ainsi  la  surface  représentée  par  Téquation  (S)  est  un 
paraboloïde  hyperbolique,  puisque  le  paraboloïde  hyper- 
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bolique  est  la  seule  des  surfaces  du  second  ordre  sur  la- 
quelle on  puisse  trouver,  comme  ici,  troîs  droites  paral- 
lèles  à   un  même  plan,  et  non  situées  dans  un  même 
plan. 

Ce  paraboloïde  est  déterminé  géométriquement,  puisque 
nous  connaissons  trois  génératrices  d'un  même  système. 
Si  l'on  veut  qu  il  soit  donné  par  deux  directrices  et  un 
plan  directeur,  nous  remarquerons  que  la  droite  mobile 
qui,  d'après  l'énoncé  du  problème,  engendre  la  surface, 
doit  coïncider,  dans  ses  positions  successives,  avec  les  gé- 
nératrices du  second  système.  Or,  si  l'on  élimine  z  entre 
les  équations  (D)  de  cette  droite,  on  trouve,  pour  équa- 
tion de  sa  projection  sur  le  plan  des  xjr, 

La  droite  mobile  est  donc  constamment  parallèle  à  un 
même  plan,  ce  que,  du  reste,  on  savait  déjà,  et  Ton  ob- 
tiendra ce  plan  directeur  en  menant  par  l'origine,  dans  le 
plan  des  xy^  la  droite 

X  Y 

-  -i-  ^  =  O, 

et  faisant  passer  un  plan  par  cette  droite  et  Taxe  des  z. 

On  pourra  ensuite  prendre  pour  directrices  les  deux 
droites  données  AM  et  A'  M'. 

La  droite 

X  Y 

2  =  0,     --+-=^  =  0, 

V  V 

intersection  des  deux  plans  directeurs,  fait  connaître  la 
direction  de  l'axe  du  paraboloïde. 

Noie  du  Rédacteur.  Deux  droites  étant  rencontrées 
par  un  faisceau  d(î  plans  sont  coupées   fiomographique- 
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ment,  c'est-à-dire  que  quatre  points  quelconques  d'inter- 
section sur  la  première  droite  donnent  le  même  rapport 
anharmonique  que  les  quatre  points  correspondants  delà 
seconde  droite-,  enjoignant  les  points  d'intersection  cor- 
respondants par  des  droites,  on  obtient  les  éléments  recti- 
lignes  d'un  hyperholoïde  à  une  nappe  ^  car  toutes  ces 
droites  rencontrent  les  droites  données  et  l'arête  du  fais- 
ceau. Lorsque  cette  arête  s'éloigne  à  l'infini,  en  d'autres 
termes,  lorsque  les  plans  deviennent  parallèles,  Thyper- 
boloïde  devient  parabolique,  et,  réciproquement,  lorsque 
deux  systèmes  de  points  sont  disposés  homographique- 
ment  sur  deux  droites,  et  que  trois  des  quatre  droites 
qui  joignent  des  points  correspondants  rencontrent  une 
même  droite,  toutes  les  droites  de  jonction  sont  sur 
un  hyperboloïde  h  une  nappe  ;  et  si  trois  droites  de  jonc- 
tion sont  parallèles  à  un  même  plan  cet  hyperboloïde 
devient  parabolique.  Or,  dans  deux  mouvements  uni- 
fermes  rectilignes,  les  points  correspondants  sont  évidem- 
ment en  relation  homographique,  et  les  droites  de  jonc- 
tion sont  parallèles  au  plan  qui  projette  la  position  initiale 
de  la  droite  mobile  sur  le  plan  parallèle  aux  deux  direc- 
trices ;  donc  cette  droite  décrit  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique. 

Remarquons,  en  passant,  qu'une  droite  qui  s'appuie 
constamment  sur  trois  autres  comme  directrices,  décrit 
un  hyperboloïde  à  une  nappe,  excepté  lorsque  les  trois 
directrices  sont  parallèles  à  un  même  plan^  on  obtient 
alors  un  paraboloïde  hyperbolique.  Lorsque  deux  points 
parcourent  d'un  mouvement  uniforme  deux  droites  dans 
un  même  plan,  les  droites  de  jonction  ont  pour  enveloppe 
une  ellipse,  ot  les  droites  données  sont  parallèles  aux 
diamètres  conjugués  éj^aux  de  cette  ellipse. 

MM.  Laquières  (lyccc  Saint-Louis),  Grolons  (institu- 
tion  Verdot) ,    Lamacq    (institution  Massin),  Rassicod 
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{lycée  Saiiit-Louîs),  Robin  (aspirant  répétiteur  au  lycée 
de  Brest),  ont  résolu  la  question  de  la  même  manière. 


NOTE 

Sar  réqoatioD  aui  carrés  des  difTéreaces  des  raciies  d'nie  éqiatioi 
da  qaatriène  degré  ; 

Par  m.  Michael  ROBERTS. 


Étant  donnée  l'équation 

posons 

tf'CT=:^'  —  acy      i2a^yL  =  ae — ^bd-hic^ 
8a*  >  =  ace  -+-  2  bcd  —  «é^. —  eb^  —  c^, 

Téquation  aux  carrés  des  différences  des  racines  peut 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

t^(t—  12©)'—  32(0»  — p)^^[3^'  — 88ci/-h72(<7Bi'  — 7|x)] 
—  256(picj  -H  A)f.(i3/'—  144°^-+-  '2961X) 
+  188.8' (f^^-->M  =  o, 

<în  sorte  que  si  l'on  a 

cette  dernière  équation  se  réduit  à 

f'(/  —  12cr)*=  0. 

Or,  les  équations  que  je  viens  de  poser  sont  précisément 
les  conditions  pour  que  le  premier  membre  de  l'équation 
donnée  soit  un  carré  parfait,  et,  dans  ce  cas,  l'équation 
au  carré  des  différences  de  ses  racines  a  évidemment  deux 
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racines  égales  à  zéro,  et  celles  qui  restent  ont  toutes  Ta 
même  valeur,  savoir,  1217. 


EXTENSION  DE  LA  LOI  DE  BODE; 

Pae  m.  DURAND, 

Professeur  de  mathématiques  au  Prytanée  de  la  Flèche. 


On  sait  que  le  nombre  4;  ajouté  aux  différents  termes 
de  la  série 

o,     3,     6,     12,     24,     ^S,     96,... 

dont  chaque  terme,  à  partir  du  troisième,  est  double  du 
précédent,  donne  des  nombres  sensiblement  proportion- 
nels aux  distances  des  planètes  au  soleil. 

N'est-il  pas  naturel,  d'après  cela,  d'examiner  si  la  loi 
de  Bode  ne  s'appliquerait  pas  aussi  aux  satellites  ? 

C'est  ce  que  j'ai  essayé,  et  j'ai  trouvé  que  le  nombre  3, 
ajouté  aux  mêmes  nombres 

3,     6,      12,     24, 

donne  assez  exactement  les  distances  connues  des  satel- 
lites de  Jupiter  à  leur  planète. 
On  trouve,  en  effet, 

nombres  très-peu  déférents  de 

6,o5,     9,62,     i5,35,     26,998, 

qui  expriment  les  distances  des  satellites  de  Jupiter  à  la 
planète,  le  rayon  de  Jupiter  étant  pris  pour  unité. 

Cette  remarque,  que  je  crois  nouvelle,  peut  servir  au 
moins  à  fixer  dans  la  mémoire  les  distances  de  Jupiter  à 
ses  quatre  satellites. 

Les  mêmes  recherches,  appliquées  aux  anneaux  et  atix 
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satellites  des  autres  planètes,  donnent  des  résultats  moins 
satisfaisants  ]  cependant,  malgré  plusieurs  exceptions^  on 
p(îUl  dire,  en  tenant  compte  de  l'incertitude  des  observa- 
tions, que  l'esprit  général  de  la  loi  se  manifeste  encore» 
c'est-à-dire  que  les  distances  déterminées  sont  sensible- 
ment proportionnelles  aux  nombres  fournis  par  la  loi  de 
Bode. 

Pour  montrer  que  la  loi  de  Bode  s*étend  aux  satellites 
de  Saturne,  je  regarde  chacun  des  anneaux  de  celte  pla- 
nète comme  un  satellite  dont  la  distance  au  centre  delà 
planète  est  moyenne  entre  les  distances  des  deux  bords 
de  Panneau  au  centre.  Et  je  regarde  au  contraire  le 
deuxième,  le  troisième,  le  quatrième  satellite  (qui.  se 
meuvent  dans  le  même  plan,  et  dont  les  distances  au 
centre  diffèrent  assez  peu  entre  elles,  en  comparaison  des 
distances  des  satellites  supérieurs),  je  regarde  ces  trois 
satellites  comme  les  débris  d'un  même  anneau,  dont  la 
distance  moyenne  au  centre  serait  la  moyenne  des  dis- 
tances des  trois  satellites  au  centre  de  la  planète. 

J'imite  ce  qui  se  fait  pour  les  planètes  télescopiqucs 
comprises  entre  Mars  et  Jupiter. 

Je  trouve  ainsi  : 

i*"*"  anneau i  ,66 

2''  anneau 2 ,  07 

i"  satellite    3,35 

a®  satellite 4»^^  i 

3«  satellite 5,28^  5,36 

4*^  satellite 6,82) 

5*  satellite ^,52 

6®  satellite 22,08 

7*  satellite 30,89 

8«  satellite 64,36 

nombres  sensiblement  proportionnels  à  ceux  que  fournit 
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la  loi  de  Bode,  sans  aucune  inodiiicalion  ;  car  en  prenant 
le  tiers  de  chaque  nombre  de  la  série 

4,     7,     lo,      i6,     28,     52,     96,      192, 

on  trouve 

1,33,     2,33,     3,33,     5,33,    9933,     i7>33,    3o,33,    65,33, 

tous  ces  nombres,  excepté  le  sixième,  sont  à  peu  près 
ceux  que  fournit  l'observation. 

Quant  à  Uranus,  ses  satellites  sont  très-peu  connus, 
quelques-uns  même  n'ont  été  aperçus  que  par  Herschel  ^ 
leurs  éléments  sont  donc  très-incertains,  et  cependant 
leurs  distances  au  centre  de  la  planète  se  rapprochent 
encore  des  nombres  fournis  par  la  loi  de  Bode. 

Ces  distances  sont  représentées ,  en  effet ,  par 

7,     10,     i3,     20,     49,     91, 

qui  rappellent  assez  bien 

7,     10,      16,     28,     52,     100. 

Si  des  observations  plus  précises  venaient  confirmer 
cette  application  de  la  loi  de  Bode  aux  satellites  d'Uranus, 
l'absence  du  premier  terme  4  semblerait  indiquer  Texis- 
lence  d'un  neuvième  satellite  encore  inconnu  ou  d'un 
anneau. 

JSote  du  Rédacteur,  Les  temps  de  révolution  et  de  ro- 
tation sont  égaux  pour  les  satellites  et  inégaux  pour  les 
planètes.  Ceci  annonce  évidemment  une  diversité  dans 
les  circonstances  initiales  de  formation,  circonstances 
encore  inconnues  et  dont  dépendent  les  distances.  La  loi 
de  Bode  n'est  qu'une  espèce  d'interpolation  qui  présente 
un  avantage  mnémonique. 
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DÉMONSTRATION  ÉLfiMENTAIRB 
DES  AIRES  DES  DEUX  ELLIPSOÏDES  DE  RÉVOLUTION 

(voir  t.  1",  p.  80  et  524;  t.  IlI,p.M6); 

D'après  M.  Sthephano  GRILLO, 

Ingénieur  civil , 

Membre  de  la  Société  des  architectes  ingénieurs  civils  de  Genève. 


1 .  Soient  M  un  point  d'une  courbe  plane,  et  P  la  projec- 
tion orthogonale  de  ce  point  sur  un  axe  situé  dans  le  plan 
de  la  courbe  ;  si  Ton  prolonge  l'ordonnée  PM  jusqu'à  N, 
et  que  l'on  prenne  PN  égale  à  la  partie  de  la  normale 
menée  en  M,  interceptée  par  Taxe,  le  lieu  du  point  N  est 
une  seconde  courbe  plane.  Soient  M'  et  N'  deux  autres 
points  correspondants,  on  a  alors  ce  lemme  : 

Vaire  du  trapèze  mixtiligne  PNN'  P,  multipliée  par 
2  TT,  est  égale  à  Vaire  engendrée  par  Tare  MM'  tournant 
autour  de  Taxe. 

La  proposition  est  évidente  lorsque  MM'  est  arc  de 
cercle  et  l'axe  un  diamètre. 

En  décomposant  les  deux  trapèzes  mixtilignes  MM'  PP, 
NN'PP',  en  trapèzes  élémentaires,  on  démontre  le  lemme 
par  des  considérations  infinitésimales. 

2.  Ellipse  allongée.  Soient 

l'équation  d'une  ellipse^ 

AA'=  ia=z  grand  axe, 
BB'  -=2  ib=z  petit  axe, 

et  a*  —  b^  =  c^.  Le  grand  axe  est  Taxe  de  révolution. 
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La  seconde  courbe  (celle  des  N)  a  pour  équation 

seconde  ellipse  qui  a  même  petit  axe  ai  que  la  première. 
Si  en  A  et  A'  on  mène  des  tangentes  a  la  première  el- 
lipse, rencontrant  la  seconde  en  L  et  L',  d'après  le  femme, 
Taire  de  l'ellipsoïde  est  égale  à  Taire  du  trapèze  mixti- 
lignè  ALL' A',  multipliée  par  27r.  Or^  Taire  de  ce  trapèze 
e»t 

.  /  ùi   \  b 

ab  1  C09  a  -f-  -: —  1      ou     -  =  cos  a. 
\  sma/  a 

Doïic  l'aire  de  Tellipsoïde  allongée  est 

27r/ï6  (  cos  a  H : )  • 

\  sin  a  / 

(T.  I,  p.  48o,) 

3.  Ellipsoïde  aplati.  Même  ellipse^  mais  prenons  le 
petit  axe  BB'  pour  axe  de  révolution.  Dès  lors  la  seconde 
courbe  des  N  a  pour  équation 

b'  x^  —  a'x^  =  b*  a\ 

hyperbole  ayant  A  A'  =^a  pour  axe  focal. 

Si  par  B  et  B'  on  mène  des  tangentes  à  Tellipse,  coupant 
Thyperbole  en  X  et  X',  Taire  de  Tellipsoïde  est  égale  à 
Taire  du  trapèze  mixtiligne  BXX'  B',  multipliée  par  2  7r. 
Or,  Taire  du  trapèze  mixtiligne  est 

ab  I  séc  a  -h  cet  a  log  tang  (  45°  H —  a\  1  • 

(f'o/rt.  V,p.  387.) 
Donc  Taire  de  Tellipsoïde  aplati  est 

2:rrtè  I  séc  oc  H- cet  a  log  tang  I  45°  H — a\  j» 

{Voir  t.  I,  p.   524.) 

4.  Le  trapèze  curviligne  ALL'  A'  est  évidemment  plus 

Ann,  de  Uathcmat.,  l.  XVIÏ.  (Juillet  i858.^  18 
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petît  que  le  trapèze  BXX'B';  donc  l'aire  de  l'eUipsoïde 
allongé  est  moindre  que  celle  de  l'ellipsoïde  aplati. 

Remarque.  Ces  résultats  sont  consignés  dans  une  bro- 
chure italienne  de  17  pages  in-8**,  publiée  à  Genève  en 
1857*,  au  début,  l'auteur  donne  la  théorie  du  Statua, 
perfectionnée  par  le  célèbre  constructeur  d'instruments 
astronomiques  M.  Porro,  perfectionnement  loué  par 
M.  de  Senarmonl  (Comptes  rendus ,  tome  XXX,  n°  8, 
19  août  i85o).  Cet  instrument  a  été  inventé  en  1778, 
par  Green,  opticien  de  Londres.  Les  ingénieurs  français 
ne  l'ont  connu  qu'en  18 16,  et  Lostende  Fa  fait  adopter 
en  182a. 


CONSTRUCTION  NÉCANIQUE  DE  LA  PARABOLE  GUBiOllK; 

Par  m.  g.  FOUCAUT, 

Ancien  élèvo  de  VÉcole  Polytechnique. 


Note  du   Rédacteur.  La   construction   proposée    par 
M.  Foucaul  est  fondée  sur  les  considérations  suivantes  : 
Soît 

l'équation  de  cette  parabole^  axes  OX,  OY  rectangulaires. 

09  =  a:',     PM=/ 

sont  les  ordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  5  la  tangente 

en  M  fait  avec  l'abscisse  un  angle  dont  la  tangente  trigo- 

nométrique  est  égale  à  igx^^  et  rencontre  l'axe  des  ab- 

2 
scisses  en  un  point  ]N  tel,  que  ON  =  ^  OP^  concevons  la 

parabole  conique  ^  =  3  gx^  j  elle  coupe  l'ordonnée  PM 
en  un  point  E,  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  3g^x"  ;  la 
tangente  en  E  de  cette  parabole  rencontre  l'axe  des  ab- 


(  >^s  ) 

scisses  en  Ni,  et  Ton  a 

ON,  =:-.r'. 
2 

Élevant  en  Ni  une  perpendiculaire  à  EN^,  elle  coupé 
l^axe  des/  en  un  point  F^  foyer  de  la  parabole,  et  Ton  a 

0F  =  -^. 

12. 

De  là  découle  celte  construction  mécanique.  Oh  déter- 
mine les  points  F  et  Ni  ^  en  Ni  on  place  le  sommet  d'une 
équerre  ;  on  la  tourne  jusqu'à  ce  qu  une  branche  passe 
par  F  \  alors  l'autre  branche  coupera  l'ordonnée  PM  en  E  ^ 
par  le  point  E  on  mène  Une  droite  faisant  avec  l'axe  des  x 
un  angle  dont  la  tangente  soit  égale  à  Zgx^*  5  il  sufBt  de 
porter  PQ  =  i  sur  l'axe  des  abscisses  et  de  mener  EQ  ; 
par  N  on  mène  une  parallèle  à  cette  droite  EQ  5  elle  coupe 
Fordonnée  au  point  M,  qui  appartient  à  la  parabole  cu- 
bique ^  et  cette  droite  NM  est  tangente  à  la  courbe;  il  est 
donc  facile  de  la  tracer. 

On  choisit  l'unité  de  l'échelle,  de  manière  qtie  les  con~ 
structions  ne  tombent  pas  hors  du  papier. 

On  peut  éviter  l'échelle,  en  rendant  l'équation  homo- 
gène sous  cette  forme 

«'r  =  g^' 

On  sait  que  la  parabole  cubique  est  la  développée  d'un^ 
parabole  conique.  Aussi  est-elle  rectifiable.  C'est  mêmela 
première  courbe  qu'on  ait  su  rectifier.  Chez  les  Anglais, 
elle  porte  le  nom  de  parabole  de  Neilj  nom  d'un  jeun« 
gentilhomme  anglais,  premier  reciificateur  (1657)  (*)4 

{*)  Guillaume  Neil ,  fils  de  Fécuyer  Paul ,  ne  connaissait  pas  la  courbé 
qu'il  venait  de  rectifier.  C'est  Wallis  qui  a  trouvé  que  c'était  une  parabole 
cubique.  (Wallis,  Algehra ,  p.  3 19,  édit.  i685.) 

18. 
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TRANSFORMATION  DES  PROPRIÉTÉS  MÉTRiailES  DES  FIGURES; 

Par  m.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


PREMIERE  PARTIE. 

FI&URES    PLANES. 

Préliminaires» 

\ .  Lorsque  des  points  à,b,  c,d,...,e,f5e succèdent 
sur  une  droite  dans  un  ordre  quelconque,  on  a  toujours 
entre  ces  points  la  relation 

af  =:  ab  -i-  te  -i-  cd. .  •  4-  ^. 

On  convient  de  regarder  comme  positifs  les  segments 
dirigés  dans  un  certain  sens,  et  comme  négatifs  ceux  qui 
sont  dirigés  dans  le  sens  contraire. 

2.  Nous  étendrons  ce  principe  aux  aires  des  triangles. 
Si  un  point  mobile  parcourt  le  périmètre  d'un  triangle, 
nous  regarderons  son  aire  comme  positive  lorsque  le  point 
tournera  dans  un  certain  sens,  et  comme  négative  lors^ 
qu'il  tournera  eu  sens  contraire.  D'après  cela,  les  trian- 
gles abc  et  acb  seraient  de  signes  contraires,  et  l'on  véri- 
fiera aisément  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  joint  un  point  quelconque  o,  pris  dans  le  plan 
d*un  triangle  abc  aux  sommets  a,  b,  c,  on  aura  toujours 

abc  =r  abo  -h  bco  +  cao^ 

d'où  Ton  déduira  celui-ci  : 

Si  Ton  joint  un  point  quelconque  o,  pris  dans  le  plan 
d'un  polygone  abcd .  .  .  ef  «  tous  les  sommets,  on  a,  pour 


(  ^77  ) 
^expression  de  Faire  S  de  ce  polygone 

S  =  abo  +  bco  +  cdo ,  .  ,  efo  -\'fao^ 

car  si  l'on  suppose  que  cette  relation  soit  vraie  pour 
Taire  S'  d'un  polygone  abcd. , .  e,  qui  a  un  sommet  de 
moins,  on  aura 

S'  =  abo  4-  bco  -h  cdo ...  -4-  eao  ^ 

mais  le  triangle  efa  donne 

efa  =  efo  -^-fao  -h  aeo  ; 

ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  obser- 
vant que  eao  et  aeo  se  détruisent ,  on  a  la  relation  indi- 
quée; donc,  etc. 

On  établira  de  la  mèm«  manière  ce  théorème  :  <$*£  les 
côtés  successifs  A,  B,  C,. . .,  E,  F  d*un  polygone  sont 
coupés  par  une  transi^ersale  arbitraire  O,  on  a,  pour 
r  expression  de  Paire  S  de  ce  polygone  y 

S  =  ABO  H-  BCO  -+->..  +  EFO  H-FAO. 

Nous  indiquons  par  ABO  l'aire  du  triangle  formé  par  les 
trois  droites  A,  B,  O,  et  de  même  des  autres. 

3.  Nous  rappelons  que  l'aire  S  d'un  triangle  dont  les 
coordonnées  des  sommets  sont  (xi^yi)^  (a:«,  y^,  (•^ajy»)^ 
«st  donnée  par  la  relation 


2S=±: 


j?2   r»    I 


les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  ce  que  nous  sup- 
poserons toujours. 

Cette  relation  permet  d'exprimer  l'aire  d*un  triangle  au 
moyen  des  équations  des  côtés  de  ce  triangle.  On  y  aj:*- 
riv.e  directement  comme  il  suit  : 


(    47»   ) 

Les  sommets  du  triangle  éunt  aux  points  at,  ^i,  a^^ 
soient 

w,a:-H  /i,7-|-/?i  =o, 

les  équations  des  côtés  respectivement  opposés  à  ces 
points,  et  r,,  r^  les  distances  des  sommets  â|,  a^  aux  côtés 
de  l'angle  ai .  On  a  pour  expression  de  Taire  S  du  triangle 

2  sin  ûx 

si  j;  et  jr  sont  les  coordonnées  du  sommet  a^^  on  aura 
pour  déterminer  la  perpendiculaire  r^  les  trois  équations 

«Wi^-f-^iJ^-hA^i  =o, 


m3a?+7Î3^+/?3  =  o, 
Télimination  de  :tr  et  )^  donne  le  déterminant 


=  o. 


d'où,  en  posant 


W3    ''l    A 


=  p, 


et  de  même 


1£ 


v/wj-h^/; 


'•3  = 


^s/ml  +  nl 


(  ^79  ) 
ou  a  d'ailleurs 


'11 

dp, 


sin  a,  =    .  .  , 

\lm\  -f.  n\  slm\  +  n\ 

d'où 

S  — — 51— 
dpx  dp-i  dp^ 

nous  avons  supprimé  un  double  signe. 

Comme  application  de  cette  formule,  on  arrive  au  ré- 
sultat suivant ,  que  nous  énonçons  sous  forme  de  lemme  : 

Lebime.  Si  par  les  extrémités  a  ei  b  d' une  droite  ab 
on  mène  deux  droites  ac,  bc  respectivement  parallèles 
aux  droites  imaginaires  y  =  ±  V^ —  iXy  on  détermine  un 
triangle  imaginaire  abc,  dont  Faire  S  s'obtient  par  la 
relation 

a 

ah 
S  = 


4^-1 


CHAPITRE  PREMIER. 

§  P^   —  Homographie. 

1.  Étant  donnée  une  courbe  plane  F(jc',y')  =  o,  si 
l'on  remplace  les  coordonnées  x^  et  y'  de  chaque  point 
par  les  valeurs 

on  aura  l'équation  d'une  nouvelle  courbe  homographique 

à  la  première.  Les  relations  (i)  montrent  que  les  deux 

courbes  seront  du  même  degré. 

Si  l'on  pose 

a"x'\'b"  y  -+-c"  =  o, 


(  a8o  ) 
on  aura  dans  la  seconde  figure  une  droite  que  j'appelle  1, 
dont  les  points  correspondront  à  ceux  de  la  première 
situés  à  r infini. 

TjCS  relations  (i)  résolues  par  rapport  à  x  et  j^  donnent 
pour  CCS  quantités  des  valeurs  de  même  forme  que  celles 
de  x'  et  y  \  elles  ont  pour  dénominateur  commun  le  dé- 
terminant 

a      a'     a' 
b      b'     b" 

De  sorte  que  si  Ton  égale  ce  déterminant  à  zéro,  la  droite 
r,  que  Ton  aura  ainsi  dans  la  première  figure,  correspon- 
dra à  r  infini  de  la  seconde. 

Dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  nous  ne  supposerons  con- 
nues aucunes  des  propriétés  des  figures  homographiques, 
elles  se  déduiront  de  nos  relations  métriques.  Nous  indi- 
querons seulement  le  théorème  sqivant  de  la  géométrie 
supérieure. 

2.  Deux  figures  homo  graphiques  étant  placées  d'une 
manière  quelconque^  il  existe^  en  général^  trois  points 
qui,  considérés  comme  appartenant  à  la  première  figure^ 
sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde. 
Deux  de  ces  points  peuv^ent  être  imaginaires ,  mais  le 
troisième  est  toujours  réel. 

En  effet,  d'après  les  relations  (i),  pour  que  le  point 
x\  y  coïncide  avec*  son  correspondant  x^  y^  on  doit 
avoir 

X  [a"  X  -\-  h"  y  '\'  c")  =  ax  4-  h  y  -f-  r, 
y  [a" X  -h  h" y  -\-  c")  =  n' x  -f-  b' y  -{-  c\ 

(le  sorl(;  que  les  points  ehercliés  soni  les  intersections  des 
deux  hypriholes  leprésentces  par  ces  é(|ualions.  Si  Ton 
remarque  qu'elles  ont  chacune  une  asymptote  paiallèlc  a 


{  28i  ) 
la  droite  I,  on  pourra  les  considérer  comme  ayant  un 
point  d'intersection  à  l'infini  sur  cette  droite,  par  consé- 
quent les  trois  autres  seront ,  en  général,  à  distance  finie, 
et  l'un  d'eux  sera  nécessairement  réel.  Ces  points  sont 
nommés  points  doubles, 

3.  Notation,  Les  points  d'une  figure  étant  désig^és 
par  les  lettres  accentuées  a',  i',  c',  etc.,  les  points  cor- 
respondants de  la  figure  horaographique  seront  indiqués 
par  les  mêmes  lettres  û,  i,  c,  etc.,  dépourvues  d'accents  ; 
les  lettres  grecques  correspondantes  «,  j3,  y,  etc.,  expri- 
meront les  distances  des  points  rt,  i,  c. . .  à  une  droite 
fixe  I.  Les  lettres  A',  B',  C. .  .  désignant  des  droites 
d'une  figure,  A,  B,  C. . .  seront  les  droites  correspon- 
dantes de  la  figure  homographique. 

L'angle  de  deux  droites  A  et  B  sera  désigné  par  la  no- 
tation ordinaire  (A,  B). 

La  suite  prochainement. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 


Dans  le  premier  volume  des  Nouvelles  Annales 
(page  i5i),  M.  Roguet  a  établi  de  huit  manières  diffé- 
rentes la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 

x^  -hpa:  -4-^  =  0. 

L'une  des  méthodes  suivies  est  fondée  sur  les  relations 
qui  existent  entre  les  coefficients  et  les  racines  d'une 
équation  algébrique.  En  admettant  ces  relations^  on  peut 
arriver  à  la  condition  de  la  réalité  des  trois  racines,  par 
un  calcul  qui  me  semble  différer  assez  de  celui  dont  l'au- 
teur a  fait  usage,  pour  que  je  l'indique  ici. 


(    282    ) 

Je  suppose  que  le  dernier  terme,  +  q^  de  réquation 
soit  positif;  ce  qui  est  permis,  car  s'il  était  négatif,  en 
changeant  le  signe  des  racines  de  Féquation  on  change- 
rait le  signe  de  son  dernier  terme,  et  les  conditions  de 
la  réaliié  des  trois  racines  resteraient,  évidemment,  les 
mêmes. 

Dans  ce  cas,  le  produit  des  trois  racines  est  négatif,  et 
leur  somme  est  nulle  ;  donc ,  si  les  trois  racines  sont 
réelles,  deux  de  ces  racines  seront  positives,  et  la  troi- 
sième négative. 

Je  nomme  a  la  plus  petite  des  deux  racines  positives  ; 
b  la  plus  grande ,  c  la  racine  négative  :  il  en  résulte 

et 

a^  H-(a  -h  b)c=zp'^ 
d'où 

ab^[a'^hy=zp, 

(2)  «'-+-  6^4-0^  =  —y?, .  . . 

On  voit  que  p  doit  être  négatif. 

Si  dans  l'égalité  (9.),  a*  -f-  è*  -f-  ai  =  — p,  on  remplace 
b  par  a  qui  est  moindre  que  i,  on  aura 


3rt'< 


-p:    -<v/-?- 


Et,  en  remplaçant  dans  la  même  égalité   (2)  a  par  è,  il 
s'ensuivra 

Zb^>-p;     6>y/-|. 
Par  conséquent,  la  racine  a  est  comprise  seule  entre  o 

Or,  la  substitution  de  o  à  a  ,  dans  x^  -+- px  4-9  donne 
le  résultat  positif  4-  (/j  donc  le  résultat  de  la  substitution 


(»83) 

de  i  / —  ^  à  a:  doit  être  négatif.  Ce  qui  donne  la  condi- 
tion 4p^  H-  ^7  ^*  <C  ^' 

Réciproquement,  si  cette  dernière  inégalité  a  lieu, 
l'équation  admettra  une  racine  positive  comprise  entre  o 

et  i  / — ^^  et  comme  elle  a  nécessairement  une  racine 
négative,  ses  trois  racines  seront  réelles.  G. 


«URSTION  VfXkMH  (fiCOLE  NAVALE). 


Trouver  la  limite  du  produit  cosa .  cos  -  •  cost^  •  cos  s-  •  •  • 

Euler  a  résolu  la  question  5  il  ne  Faurait  pas  proposée 
dans  les  examens  d'admissibilité  à  l'École  Navale. 
On  a 

sin  la  =  2.sin  a.  cos  a, 

sm  a  =  2 .  sm  I  -  j  .  cos  (  -  I  » 
siD(f)  =  :..sin(|).cos(|), 

La  multiplication  de  ces  équations  donne 

=  2«-*-  sin  (^  X  cos  « .  cos  {^  cos  (^^      .  cos  (^) , 


%\nia 

d'où 
cos 


I  a\  I  a\  f  a  \  sin  2/1 


(  a84) 


mais 


sin  7. 


(sin  2/i\  /sin  2a\ 


?."•*"'. sin  (  —  I       a""*"'  sin  (  —  ) 


a  ' 
sin.  — 

2» 


^(1  \  ^ 

2^ 

.      « 

Sin  — 
Quand  ^*  augmente   indéfiniment,   la   fraclion  -. — r- 

,  Vf") 

moindre  que  l'unité  augmente  aussi ,  et  tend  vers  Funité. 

A  la  limite  (/i  =  oo  )  on  a 

a 
sm  — 

2» 

=  1. 


a 


Donc  la  limite  du  produit  cos  a . cos  (  -  J  cos  f  -r  j  . . . ,  est 


sin  2a  sinn 

ou  tosrt  X • 

2rt  a 

Supposons 


TT 


4' 

il  en  résultera 


rr 
2  rt  =  -  :     sin  2  a  =  I  ; 

2 


Al  par  suite 

li.n.cos(|).cos(^)cos(:;LJ...  =  ?., 

a'où 


,-os  (l)  cos  (^)  cos  (^)  . 


G. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  433 

(TOlr  p.  185); 

Par  m.  J.  GROUVELLE, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Vieille). 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  aux 
triangles  ayant  pour  sommet  l'un  des  foyers  d'une  co- 
nique et  pour  base  une  corde  passant  par  l'autre  foyer. 
Le  centre  est  sur  la  parallèle  à  Taxe  focal  menée  par  le 
milieu  de  la  corde. 


1 .  Ellipse,  Soit  AB  une  corde  passant  par  le  foyer  F. 
En  menant  par  le  milieu  I  de  cette  corde  une  parallèle  à 
l'axe  focal,  on  aura  une  droite  qui  contiendra  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle  ABF'. 

En  effet,  les  tangentes  BC  et  AC  aux  extrémités  de  la 
corde  AB  viennent  concourir  en  C  sur  la  directrice  MN, 
et,  de  plus,  ces  tangentes  étant  bissectrices  des  angles 
MAF,  NBF,  le  point  C  est  donc  également  distant  de 
F'A,  PB  et,  par  conséquent,  la  droite  F' C  est  bis- 
sectrice de  l'angle  AF'  B.  Donc  le  centre  du  cercle  in- 
scrit se  trouve  sur  cette  droite  en  un  point  O'  par  exemple, 


I 


{  ^86  ) 
Abaissons  les  perpendiculaires  O'P  et  O'D  sur  les  cèles 
F'A  et  AB.  Prolongeons  O'  D  jusqu'à  sa  rencontre  en  E 
avec  l'axe  focal.  Les  quadrilatères  F'EO'  P,  F'  FCQ  sont 
semblables  ^  or 

CF  =  CQ, 
donc 

(yE  =  0'P  =  0'D; 

ainsi  O^  est  le  milieu  de  DE.  Le  point  D  est  le  point  de 
contact  du  cercle  inscrit  au  triangle  F'AB,  et,  d'après 
une  propriété  connue,  FC  est  perpendiculaire  sur  AB.  Il 
en  résulte  que  le  point  F  est  le  point  de  contact  du  cerde 
ex-inscrit  au  triangle  ABF',  et  que  Ton  a 

AD  =  BF. 

Le  diamètre  OC  conjugué  à  la  corde  AB  la  diyise  en  I 
parties  égales  ;  donc  I  est  le  milieu  de  DF,  et  O^  étant  le 
milieu  de  DE ,  il  s'ensuit  que  la  droite  O'I  est  parallèle 
à  Taxe  focal. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  ceux  de  l'ellipse. 

La  droite  F'  C  a  pour  équation 

y  z=i  m  (x  -^  c), 
Los  coordonnées  du  point  C ,  pôle  de  AB  ,  sont  donc 
a' 

C 

û'  -f-  C» 
jrz=m 

c 

Ainsi  le  lieu  du  cercle  ex-inscrit  qui  touche'la  corde  mo- 
bile est  la  directrice. 

La  polaire  AB  aura  donc  pour  équation 

m  (a^  +  c^)x  -h  b\T  =  b^c. 
Le  point  I,  milieu  de  AB,  se  trouve  sur  le  diamètre  OC 


(.8;) 
lont  l'équation  est 


y  = 


EHiininaut;  X  entre  les  équations  de  OC  et  de  AB,  on 
trouve  pour  ordonnée  du  point  I 


r  = 


/7i'(a'-Kc»)»-+-a»6' 


Telle  est  l'ordonnée  du  point  I,  et,  par  conséquent,  l'é- 
quation de  la  parallèle  O'I  à  l'axe  de  Tellipse. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  cette 
droite  contient  le  centre  du  cercle  inscrit.  D'ailleurs  la 
droite  F'  C  le  contient  aussi.  Donc  pour  avoir  l'équation 
du  lieu,  il  suflSt  d'éliminer  l'indéterminée  m  entre  l'é- 
quation de  O'I  et  celle  de  F'C. 

Exécutant  cette  opération ,  on  trouve 

X^  (a^-h  c^y  H-  «'  ^'  x^  -1-  6<  ca:  —  b^  c*  =:  o, 

équation  qui  représente  une  ellipse  dont  un  des  axe» 
est  l'axe  des  x  et  l'autre  parallèle  à  l'axe  des  y.  Sous  )a 
première  forme,  on  voit  à  priori  que  l'équation  du  lieu 
est  vérifiée  pour 

jr  =i  o     et     j:  =  —  c, 

c'est-à-dire  que  le  point  F'  est  un  point  du  lieu. 
La  construction  ne  présente  aucune  difficulté. 

2.  Hyperbole.  Il  suffit  de  changer  -I-  fc*  en  —  i*  5  ainsi 
le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

3.  Parabole.  Transportons  l'origine  au  sommet  en 
changeant  x  eux ^  a. 

L'équation  était 

(a»4-c')'72-h  a^b^x*'^-  b^  ex  —  b^&  =  O} 


(  ^^^  ) 

elle  devient,  après  le  transport  de  Forigine, 


Divisant  les  deux  membres  par  a*,  il  vient 


b^  ,,       b'c  b'c 

a  a^  a}  a 


b'c* 

Passant  aux  limites ,  on  obtient 

4j'  -h  2/?.r  -f-  3/?'  =  o, 

3 
parabole  dont  le  sommet  a  pour  abscisse  - —  p  et  dont  le 

P 
paramètre  est  —  j- 

M.  L.  G.  (de  Liège)  fait  observer  :  i°  que  la  droite  CI 
rencontre  CF  en  un  point  N  point  de  rencontre  des  trois 
bauteurs  du  triangle  CAB  ^  a**  que  les  trois  points  O',  I,  N 
décrivent  des  ellipses  ayant  des  petits  axes  égaux. 


QUADRATURES  PAR  APPROXIMATION  ; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN, 

Professeur-agrégé,  ancien  élève  de  l'École  Normale. 


1. 

Nous  nous  proposons  de  comparer  diverses  méthodes 
employées  pour  la  quadrature  approchée  des  courbes. 
Nous  représenterons  par 


{  ^89) 
l*é({uaiioii  connue  ou  non  de  la  courbe  et  par  h  Tinter- 
valle  constant  des  ordonnées  dont  le  nombre  toujours 
impair  sera  désigné  par  /ï  + 1  ^  nous  prendrons  enfin  la 
première  ordonnée  sur  l'axe  de  y  et  nous  remarquerons 
que  les  ordonnées  successives  ont  pour  expression 

/(o),/(A),/(2A),...,/(/iA). 

Par  les  extrémités  des  ordonnées  de  rang  pair,  nous 
menons  des  tangentes  jusqu'à  la  rencontre  des  ordonnées 
de  rang  impair,  prolongées  s'il  le  faut,  et  nous  obtenons 
une  sorte  de  polygone  circonscrit,  à  angles  rentrants, 
ayant  pour  mesure 

(i)  K=7.hSp\ 

le  signe  S^  indique  la  somme  des  ordonnées  de  rang  pair. 
On  peut  ensuite ,  avec  Simpson ,  joindre  les  extrémi- 
tés des  ordonnées  de  rang  impair  et  former  un  polygone 
inscrit  -,  mais  il  est  préférable,  comme  le  remarque  M.  Pio- 
bert  (Nouif elles  Annales^  t.  XIII,  p.  327),  déconsidérer 
un  polygone  ayant  pour  sommets  les  extrémités  de  la 
première  ordonnée ,  de  la  dernière  et  de  toutes  celles  de 
rang  pair.  Ce  polygone  a  pour  mesure 

(a)      B  =  ;t.j.S,-H-^(°)-^^'"^)-^W-^""-')^J{. 

Comme  on  ne  suppose  aucune  inflexion  dans  les  li- 
mites de  la  quadrature ,  Taire  M  de  la  courbe  est  évi- 
demment une  moyenne  entre  celle  des  polygones  A  cl  B  : 


(3)  M  =  B 


R 


Il  existe  pour  chaque  courbe  en  particulier  une  valeur 
de  R  qui  donnerait  Taire  exacte,  mais  on  ne  la  connaît  pas, 
et  la  question  est  ordinairement  d'en  trouver  «à   priori 

Ànn,  de  Mathcmat.,  X.  XVll.  (  Août  ib58.)  19 


(  ^9^  ) 
une  valeur  générale  assez  simple  el  convenant  d'une  n 
nière  assez  approchée  à  toute  espèce  de  courbes.  M.  Pio* 
bcrt,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a  calculé  une  TaUe  de 
valeurs  de  R  pour  des  courbes  de  diverses  amplitudes; 
mais,  en  admettant  la  légitimité  de  son  point  de  départ, 
l'emploi  de  la  Table  exige  la  connaissance  de  l'angle 
formé  par  les  cordes  et  les  tangentes ,  opération  toujours 
bien  délicate,  qui  devient  impossible  si  la  courbe  n'est  pas 
tracée.  Aussi  le  savant  académicien  propose  de  prendre 
une  moyenne  entre  les  nombres  de  sa  Table  et  indique 

3 
une  formule  développée  dans   le  seul  cas   où  R  =  — 

M.  Parmentier  a  obtenu  la  même  formule  par  des  rai- 
sonnements tout  différents  [Nous^elles  Annales,  t.  XIV, 
p.  370)*,  avec  nos  notations,  nous  écrirons 

(4)    A}.s,  +  ^^")+^W-^(^')-^t(^-')^J[. 

Antérieurement  M.  Poncelet  avait  pris  R  =  a,  ce  qui 
lui  donnait 

(5)   n\.^^^n-)^n'"^)-w-M''-^)'*^]. 

Vers  la  fin  du  dernier  siècle ,  Simpson  avait  fait  aussi 

3         .       .     .       ,. 
R  =  -  -,  mais,  ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut,  il  construi- 
sait différemment  le  polygone  inscrit  et  obtenait 

(6)  |(S,-f.2S,-h4S;,) 

qui  est  la  somme  de  la  première  et  de  la  dernière  or- 
données ,  S,  la  somme  des  autres  ordonnées  de  rang  im- 
pair. 

Nous  trouvons  enfin  dans  les  Nouvelles  Annales  (t.  X, 


(    291    ) 

p.  4i5  )  une  formule  de  M.  Catalan  : 

il)  à\ 

n. 

Lorsqu'on  a  seulement,  pour  mesurer  une  courbe ,  la 
connaissance  des  ordonnées ,  il  règne  une  telle  indéter- 
mination ,  que  je  crois  impossible  d'affirmer  à  priori  que 
telle  ou  telle  formule  l'emportera  toujours  sur  les  autres 
par  l'exactitude.  Je  vais  donc  faire  une  hypothèse  parti- 
culière. 

J'admets  que  l'ordonnée  de  la  courbe  puisse  se  dévelop- 
per en  une  série  rapidement  convergente 

lr=/(o)  +  x/'(o)+^/"(o)  +  ^/-{o) 

C'est  supposer  implicitement ,  comme  on  le  fait  dans  l'in- 
terpolation, que  la  courbe  est  parabolique,  et,  de  plus, 
que  la  différence  des  dernières  ordonnées  aux  premières 
n'est  pas  excessive  ;  nous  admettons  aussi  qu'il  n'y  ait  pas 
de  tangente  parallèle  aux  y,  circonstance  qui  ne  peut  se 
présenter  dans  les  paraboles  dont  nous  parlons. 

Notre  hypothèse  comprend  encore  les  hyperboles  ayant 
pour  type 

pourvu  que  -  reste  très-petit. 

L'intégration  de  la  séri^  (  8  )  entre  o  el  nh  nous  don- 


(  29»  ) 
liera 

«A/(o  )  + -^/' (  o  )  + -g-/"  (o)  + -^/- (o) 

\  120 

Si  nous  calculons  par  Téquation  (8)  les  ordonnées  équi- 
distantes  et  que  nous  portions  les  valeurs  ainsi  obte- 
nues dans  les  formules  (i),  (a) ,  (4) ,  (5) ,  (6),  (7) ,  cha- 
cune d'elles  reproduira  le  développement  (9)  accru  de 
certaines  erreurs  indiquées  dans  le  tableau  suivant  : 

Polygone  circonscrit. 

-f/"(o)-^/"'(o).... 

Polygone  inscrit. 

(in  —  3\  ,,  ,„,    ,       lin*^  —  3/i\  ,,  ^    ,     . 
— g— j  *V"(o)+  y ^^— j  A'/»'(o)  H-. . .. 

M.  Poncelet, 

('^)-/'»H-(^)*'/-(o)--... 
MM.  Piobert  et  Parmentier, 

-  g  ^'/"(o)--^ /'•/'"  (0)  +  .... 


Simpson, 
n 
xi 


4-^A'/"(o) 


M.  Catalan. 
-|/-(o)+.... 

Effectuons  les  mêmes  substitutions  dans  l'expression  (3) 


(  293  ) 
et  délerminous  R  de  manière  à  faire  disparaître  les  termes 
en  A'  qui  se  trouvent  dans  le  développement  de  l'erreur, 
il  arrive  que  les  termes  en  h^  disparaissent  aussi.  Il  faut 
pour  cela  poser 

in  —  3 

ce  qui  donn<î  la  formule  nouuel/e 

(in—  3)  A-f-/îB 
3/2  —  3 
ou 

qui  est  en  erreur  de 

Cette  formule  nouvelle,  celles  de  Simpson  et  de  M.  Ca- 
talan donnent  à  peu  près  la  même  approximation ,  puis- 
que, pour  toutes  les  trois,  l'erreur  ne  commence  qu'au 
terme  en  y *^  (o)  qui  dans  notre  hypothèse  est  très-petit. 
Elles  sont  donc  préférables,  sous  le  rapport  de  l'exacti- 
tude, aux  quatre  premières,  mais  la  formule  de  M.  Ca- 
talan est  moins  simple  que  celle  de  Simpson,  qui  elle- 
même  exige  l'emploi  de  plus  d'ordonnées  que  la  nôtre. 

Pour  comparer  les  erreurs  des  quatre  autres  formules, 
je  m'arrêterai  aux  premiers  termes  qui,  dans  notre  hy- 
pothèse, sont  prépondérants,  et,  au  point  de  vue  de 
l'exactitude,  j'établirai  l'ordre  suivant  :  MM.  Piobert  et 
Parmentier,  M.  Poncelet,  polygone  circonscrit ,  polygone 
inscrit. 

Mais  l'exactitude  n'est  pas  la  (jualité  là  plus  essentielle  \ 
tous  les  praticiens  que  j'ai  consultés  m'ont  avoué  que  la 


méthode  des  trapèzes  leur  suffisait ,  et,  pour  ma  part,  je 
préférerais  à  toutes  les  autres  la  règle  de  M.  Poncelel,  i 
laquelle  nous  n'avons  donné  que  le  cinquième  rang,  mais 
qui ,  à  nos  yeux ,  a  le  grand  mérite  de  faire  connaître  une 

limite  toujours  certaine  de  l'erreur • 

2 

Nous  avons  examiné  jusqu'ici  un  cas  favorable;  il 
pourrait  arriver  que  des  tangentes  fussent  parallèles  aux/ 
ou  que  les  ordonnées  prissent  de  rapides  accroissements; 
il  faudrait  alors  ou  changer  les  axes,  ce  qui  suppose  la 
courbe  tracée,  ou  multiplier  les  ordonnées,  et  si  ces 
moyens  sont  impraticables ,  on  se  résignera-  à  une  faible 
approximation  que  la  formule  de  M.  Poncelet  fera  tou- 
jours connaître. 

m. 

Il  semble  au  premier  abord  que  l'indétermination  se- 
rait moins  grande  si  Ton  savait  tracer  les  tangentes; 
mais ,  en  y  réfléchissant,  on  reconnaît  qu'il  existe  une 
infinité  de  courbes  qui  touchent  deux  droites  données  en 
deux  points  donnés. 

On  pourrait  cependant  mener  aux  extrémités  de  toutes 
les  ordonnées  des  tangentes  qui  par  leurs  intersections 
mutuelles  formeraient  un  polygone  réellement  circon- 
scrit C  ;  on  joindrait  les  extrémités  des  ordonnées  consécu- 
tives pour  former  un  second  polygone  inscrit  I,  et  il  s'a- 
girait toujours  de  prendre  une  moyenne 

Pour  calculer  C,  il  faudrait  tracer  les  ordonnées  des 
poinis  d'intersection  des  tangentes  consécutives.  Remar- 
quons encore  que  le  polygone  C  se  rapprochera  ordinai- 
rement plus  de  la  courbe  que  le  polygone  à  angles  ren- 


(  =95  ) 
Lrauts  Â  que  nous  avions  d'abord  considéré^   c'est  là 
l'avantage  que  procure  le  tracé  des  tangentes. 

Pour  déterminer  R  ^  on  pourrait  remplaeer  chaque  pe- 
tit arc  de  courbe  compris  entre  deux  ordonnées  successives 
par  un  arc  de  parabole  du  second  degré  ayant  mêmes  ex- 
trémités et  mêmes  tangentes  à  ces  extrémités.  Je  crois 
l'arc  de  parabole  dans  ces  conditions  préférable  en  gé- 
néral à  l'arc  de  cercle  proposé  par  M.  Piobert  (Nou- 
velles  Annales,  t.  XIII,  p.  SaS),  parce  que  Téquation  de 
la  parabole  contient  quatre  paramètres  et  celle  du  cercle 
trois  seulement. 

Dans  la  parabole ,  le  triangle  formé  par  deux  tangentes 

et  leur  corde  de  contact  est  triple  du  segment  limité  par 

les  tangentes  et  la  courbe ,  ce  qui  nous  conduirait  à  adop- 

3 
ter  pour  R  la  valeur  -  et  pour  la  surface  cherchée 

H-2C 


Mais,  nous  le  répétons,  il  nous  paraît  impossible  d'af- 
firmer que  cette  méthode  soit  toujours  préférable  à  une 
autre,  et  on  devrait,  selon  nous ,  adopter,  comme  dans  le 
§  II ,  R  =:  2 ,  ce  qui  donne  pour  limite  certaine  de  l'er- 

I  — C 
reur 

2 

Cependant,  comme  il  est  assez  facile  de  tracer  avec 
la  règle  une  parabole  quand  on  connaît  deux  tangentes 
et  leurs  points  de  contact ,  on  pourrait  examiner  si  les 
petits  arcs  de  la  courbe  donnée  s'approchent  assez  des 

3 
arcs  paraboliques  pour  prendre  R  =  — 


(  ^9»  ) 
iïon  Ton  déduit 

(x.jr.^s)-— ^— -   -^— — ^- 

et  de  là  pour  Téquation  du  plan 

(efy-,  «3)0:  -f-  (^,  eiz3)x  -+•  (^ija  d)zz=d  (x,/,  23) j 

les  parenthèses  désignent  des  déterminants. 
Ou  bien 

^  [(rt  «a  )  ■+■  (72  «3  )  •+•  (rs  «4  )]  +r  [(*•  «a)  -+-  («j^j  «i  )  +  (^3  «2)1 
+  «[(^ir»)  -f-  (^2/3)  H-  (-^3  n)]  =  (^« r» «s), 

et  développant 

^  [ri  («2  —  «3  )  +ra  (zz  —  z,  ) + j^3  («I  —  «2)] 

-+-r  [«i  (^2  —  ^3)  +  Z2  (a?3  —  ^i )  +  «3  (^1  —  -^2)] 
•+-2(A^(/a  — 73)  +j:,(j3— 7,)  +  ar3(7,— 7,)] 

=  xi  ja  «3  —  -a^irs  2^2 — ^ï/i  «3  +  ^2/1  ««  -^  ^»ri  »» — -^s/»  *• 

2.  Soientles  neuf  points  A,  B,  C,D,E,F,  F,  H,I, 

ayant  pour  coordonnées  respectives ,  savoir 

A ^J,      X\y      3,, 

■B .^a  >    ^2  >    ^2  » 

C  *   .   .    .      J?3  ,      ^3  ,      «3  , 


t «^9  »     r»  >      ^9 


Concevons  le  tétraèdre  ABCD  ^  d'après  le  §  1 ,  on  peut 
trouver  les  équations  des  plans ^  faces  du  solide. 
Désignons  par 

a  z=o  réquation  des  plans  BCD , 
b=:o  M  ACD, 

c  =  o  «  ABD, 

rl=o  »  ABC. 


(  299  ) 
Désignons  par  a^ ,  ig  ce  que  deviennent  aeib  lorsqu'on 
y  remplace  Xy  y,  z  respectivement  par  les  coordonnées 
Xj ,  y 5 ,  ^B  du  point  E ,  et  ainsi  des  autres  ^  on  obtient  pour 

réquation  du  plan  CDE  ab^  —  ba^=zOy 

CDF  ab6  —  bae  =  Oy 

»  ABE  cds  —  dc;,  =o, 

»  ABF  cd^  —  dce  =  o. 

Le  faisceau  de  surfaces  donné  par  Péquation 

(ab^  —  ba^)  [cd^^  —  dc^)  —  K ( «^g  —  ba^)  (cd^  i/cj )  =  o , 

où  K  est  une  indéterminée,  passe  par  les  six  points 
A,B,C,D,E,F,  ce  qu'on  peut  écrire  d'une  manière 
abrégée 

{ab,)(cd.)--^K(ab,){cd,)  =  o. 

Déterminons  K  de  manière  qu'une  des  surfaces  du 
faisceau  passe  par  le  septième  point  G  (a:^,y, ,  Zjc)\ 
alors  il  vient 

R  =  (ab^)  (cd^)  (tf,  be)(c^  d,)  —  (ab^  )  (cd^ )  {a-,  b,)(c^  de)  =  o. 

Les  parenthèses  sont  des  binômes  alternés  et  R=o 
est  une  des  surfaces  qui  passent  par  les  sept  points 
A,B,C,  D,E,F,G,  et  cette  surface  est  réglée;  car  les 
deux  droites  AB,  CD,  arêtes  opposées  du  tétatrèdre 
ABCD,  sont  entièrement  sur  cette  surface. 

Par  ces  mêmes  sept  points ,  on  peut  faire  passer  une 
seconde  surface  réglée  S  renfermant  les  deux  droites 
AD,  CB;  pour  avoir  S,  il  sufGt  de  changer  dans  R  i  en 
rf  et  rf  en  i  5  on  obtient 

S  =  {ad,)  (cb,)  (a,  d^)  {c,  b,)  —  (ads)  {cb,)  (a,  d,)  (r,  bs)  =  o. 

Ejifin  par  ces  mêmes  points  on  peut  faire  passer  une 
troisième  surface  réglée  I  renfermant  les  deux  droites 


(  3oo  ) 
AC,  BD;  il  suffit  de  changer  dans  R,  b  eu  c  et  c  ea  b '^  oni 

la  surface  du  deuxième  degré  donnée  par  Téquation 
/?R  -h  7S  =:T 

passe  évidemment  par  les  sept  points  A,B,C,D,E, 
F ,  G  5  et  en  général  n'est  plus  réglée  et  les  deux  indé- 
terminées peiq  peuvent  servir  à  faire  passer  la  surface  par 
les  deux  points  restants  H  et  I  ;  désignant  par  Rg,  Sg,  Tg; 
R9,  S9,  Tg  ce  que  deviennent  respectivement  R,  S,  Ten 
remplaçant  a:,  j^,  z  successivement  par  Xg,  j^g?  ^s  5  ^95  y»>^9 
on  a 

/?R8 -f- ^  S»  =  Tg, 

d'où  l'on  tire 

P  7 

ainsi  l'équation  de  la  surface  qui  passe  par  les  neufs 
points  donnés  sera 

(  I  )  (Ts  S,)  R  -h  (R,  T,)  S  -h  (Se  RO  T  =  o. 

R  renferme  32  termes  5  (Tg  S9)  renferme  2  .  32^  termes, 
ainsi  (Tg  S9)  R  contient  2.32^^  termes,  et  Téquation  (i) 
contient  en  général  6.32^=196608  termes;  c'est  le 
nombre  en  considérant  a  ^  h ^  c .  d  comme  des  monômes; 
mais  chacun  renferme  vingt-quatre  termes  exprimés  en 
fonction  des  coordonnées  ;  ainsi  le  nombre  des  termes  de  Té- 
quation  en  fonction  des  vingt-sept  coordonnées  est  3**.  2" 
termes  ==  7, 180, 264, 989, 898, 998, 898, 989,  nombre  com- 
posé de  vingt-deux  chilires,  mais  dans  les  calculs  nu- 
mériques le  nombre  de  termes  se  réduil  considérable- 
ment. 

3.  Si  X,  jj-,  ,-2:1,  soûl  les  cooidoniiées  d'un  dixième 
point  situé  sur  la  même  surface,   et  si    Ton   désigne  par 


{  3o.   ) 
Rio  5  S,  0  9  T,o  5  ce  que  deviennent  R ,  S ,  T  en  y  rempla- 
çanl  j:,  j,  z  par  Xio,j^io»  ^lo^  on  a  la  relation  suivante 
entre  les  coordonnées  de  dix  points  situés  sur  la  surface 

(T«S9)R.o  +  (R8Ts)S.o-h(SoR«)T.o  =  o, 
Tgj    I9,    1 10 
S»,    S9 ,    Sjo      =  o. 
Rgj    Rgj    Ri( 


INVARIANTS; 

Par  m.  de  BLERZY, 

Directeur  des  lignes  télégraphiques  à  la  Rochelle. 


.1.  On  lit,  page  200  de  la  Théorie  des  déterminants  y 
du  D^  Brioschi  (traduction  Combescure)  que  les  inva- 
riants ç  d'une  fonction 

(l)  /.  =  («o,fli,  ..i,  ^„)(.r,7)" 

doivent  vérifier  les  équations  diflérentielles 

i=  o 

et 

/  =.  « 

1  =  0 

La  seconde  de  ces  équations  différentielles  par  sa 
texture  et  par  son  mode  de  formation  est  symétrique  de 
la  première  par  rapport  à  (a,,  a„_/) ,  c'est-à-dire  qu'elle 
se  déduit  de  la  première  par  la  substitution  de  a„_,  à  a, , 
pourvu  que  ç  soit  symétrique.  La  condition  de  symétrie 
mise  à  l'équation  (2)  suffit  donc  pour  caractériser  les 
invariants. 

Le    savant    traducteur    de     l'ouvrage    cité    ajoute  : 


■  {  3oa  ) 
((  M.  Cayley  a  prouvé  quune  seule  équation  différen- 
tielle jointe  à  la  condition  d'homogénéité  peut  rempla- 
cer les  deux  écpiations  dont  il  s'agit.  »  Cette  homogénéité 
doit  probablement  s'étendre  tant  aux  indices  qu'aux 
exposants. 

2.  Une  fonction  paire  yi„  a  un  invariant  du  2®  degré 
qui  est 

(4)      l2m=«o«3m— 2/7?.fl,a,„_,H i -«j^m,-»—   .., 

1  2yw...(m-n) 
IC  -  • ««. 

2  1.2.  ..  /7? 

Ij^  est  symétrique  et  satisfait  l'équation  (  2  )  ;  la  vérifica- 
tion est  facile. 

3.  Une  fonction  impaire yim+i  a  un  invariant  4*  ^^^ 
qui  est 

1':=  2  m  -h  I 

»=.o 
Ij^  étant  l'invariant  du  a*'  degré  de 

/2/n(«o,«.,..  •,«.«.)  (J^,j)"", 

l'j^  étant  Tinvarianl  du  2^  degré  de 

-     /m  («,,«,,...,  «2„-H.  )  (^,  r)""- 

On  peut  écrire  cet  invariant  sous  la  forme  suivante  : 

(         «0  «2014-1— ai«i«2/n  \' 

OÙ  a,  se  déduit  de  a,_,  par  la  formule 

,  X  2  «a...  (27/2  —  /-+-2\ 

ia.rr  (2/w  —  z  +  2 )  a/_,  —  2. ^ S 

1.2.  ..(1—1) 

et  a,  =  2/7Z  —  I, 

n  1,^  c'est  çp.       Tm. 


(  3o3  ) 
Iim+i  ^t  symétrique  sous  les  deux  formes  que  nous 
venons  de  lui  donner,  ei  la  vérification  de  Téquation  dif- 
férentielle (2)  s'en  fait  aisément  en  ayant  égard  à 


dh. 


4*  La   fonction  paire  yi,„   a  un   invariant   du   degré 
m  -|-  I  qui  est 

a,      «a,  .  .  . ,         «m+, 
«2      «3  , .  .  .  , 


(7) 


isjR-l-l  


(à  démontrer). 


5.  Il  serait  bon  que  les  invariants  fussent  toujours 
écrits  d'une  manière  uniforme,  par  exemple,  sous  la 
forme  que  leur  donnent  les  formules  ci-dessus.  En  em- 
ployant la  notation  habituelle  (*),  on  a,  pour  le  2®  degré 

T  L7  T  ^    ^ 

I2  =:  ac  —  O^      ou      la  :=       , 

O    C 

pour  le  3^  degré , 

I3  =  (flrf  —  bcy  —  4  (ac  —  b'); 

pour  le  4*  degré , 

h=ae  ^^bd-hSc\ 
et 

abc 

=  ac^  -h  2  ftc^  —  è*^  —  ad^c^  ; 


l4  = 


c  d  e 


pour  le  5®  degré , 


(*)  Alors  on  remplace  «„  par  a,  a,  par  ft,  a,  par  c,  a,  par  d,  etc.    Tu. 


(  3o4  ) 
Les  équalioiis  diiïérenli elles  de  condition  sout,  pour 
le  5*^  degré, 

dl         ^dl      ,    dl       ,    dl      ^    dl 

''Tb'^^^Tc-^^'Td^^''Te-^^'df=''^ 

et 

^,  dl       ,    dl       ^^dl  dl       ^dl 

da       ^    db  de  dd      ^    de 

En  vérifiant,  au  moyen  de  ces  équations,  l'invariant 
Is  que  nous  venons  d'écrire,  on  verra  clairement  que 
la  condition  de  symétrie  peut  être  substituée  à  Tune 
d'elles. 

Note  du  Rédacteur. 

Premier  exemple.  Soit  /i  =  4  ^  par  conséquent  m  =  2. 
On  a 

/  =  a,  a:*-f-4«2  jr»/-|-6<Ï3  a?^^'-h4^4  J^r'4-a*y. 

Premier  inv^ariant, 

y  =  14  =  ^0^4  4^1  ^3  -H^ûj  3â!^,  =  flu«4  4^«  ^^T"l"  3rtï. 

L'équation  (2)  développée  est 

/     \  do  d  (û        „      do       •        do 

(2  rZo-T"  H-  2rt,— i  -|-3rt',-j^  +4^3  ~-=o, 

<^^,  da^  da^  da,, 

(lo  dnf  do  do 

faisant  les  substitutions,  Téquation  (2)  se  vérifie. 
Deuxième  invariant. 

<?  =  li  =  ^'n  ^'2  ^'4  -f-  2^r,  w.  /?,j —  al  ai—  a^  a\ —  a\^ 

do  do 

-f-  =  2  («,«:  —  r/,â4  1;      :;— =  «i.  ^7^ -[-  la^a^—  S/z'j 

--i-  =r  2  (  //i  rt:  —  «y  a.  I  ;      — -î-  =  «^  ^/ ,  —  r/ :  ; 
da^  da^ 


(  3o5  ) 
les  substitutions  vérifient  réqualioii  (i). 

Deuxième  exemple  : 
n  =  3',     w  =  I  ; 

c'est  l'équation  (5)  développée 


du 

dï. 

di. 

Âr.  =  "- 

d^r-^"'- 

da. 

Substituant,  on  trouve 

L'équation  (  2  )  développée  est 

do  dtD         _      r/a> 

ûo  -7^  -f-  2«i  j^  H-  3rta  -ji  =:  O. 
a^i  aa^  aaj 

Faisant  les  substitutions,  elle  se  vérifie  de  même  pour  I5. 


QUESTION  D'EXAMEN 

(Admissibilité  à  TÉcole  Navale). 


Sachant  que  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une 
base  est  une  Jonction  entière  du  troisième  degré  de  la 
hauteur  du  segment  y  déterminer  cette  fonction. 

Soient  h  la  hauteur  du  segment  et  r  le  rayon  de  la 
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(  3o6  ) 
sphère.  Quand  /z=:o,  le  volume  du  segment  est  nul; 
donc,  la  fonction  cherchée  est  de  la  forme  AA'-j-  BA*-h  CA  5 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  renferme  aucun  terme  indépendant 
de  //.  Il  est  de  plus  à  remarquer  que  le  coeflBcient  C  de  la 
première  puissance  de  h  ne  peut  être  négatif,  car,  en  don- 
nant à  h  une  valeur  positive  suffisamment  petite,  le  signe 
de  AA'  -j-  BA'  -h  CA  est  le  même  que  celui  de  C. 

Cela  posé,  considérons  un  cylindre  ayant  même  base  et 
même  hauteur  que  le  segment,  son  volume  aura  pour 
expression  2  7rrA* —  tt  A'.  Et,  comme  le  segment  est  entiè- 
rement contenu  dans  l'inlcrieur  du  cylindre,  il  en  résulte 
l'inégalité 

kh"  -h  Bi^'-h  CA  <  27rr/i'—  TT  h\ 
d'où 

C<27rM  — ttA^  — AA'  — B^. 

Si  l'on  fait  converger  A  vers  zéro,  le  second  membre 
de  cette  inégalité  devient  moindre  que  toute  quantité  po- 
sitive donnée,  donc  C  =  o. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  A  et  B,  on  remarquera 
qu'en  remplaçant  successivement  A  par  r  et  ar,  le  volume 

du   segment  prend  les  valeurs  ^7rr%      ^^r»;    de  sorte 


qu  on  a 


ou 


Ar  -hEr^rrr^TTr,      et     8Ar'H-  4Br^  =  |7rr, 


2  TT/' 

A/-4-B  =  -7r/     et     2A/  -f- B=: -r-. 
û  5 


Ces  dernières  équations  donnent 


A  =  -^,        B: 


(  3o7  ) 
Par  conséquent,  la  fonction  cherchée  est 

Note,  Cette  question  a  été ,  il  y  a  quelques  années , 
adressée  plusieurs  fois  par  M.  Comte,  à  des  candidats 
pour  Tadmission  à  TEcole  Polytechnique,  aucun  d'eux 
ne  Ta  résolue  (*).  Il  n'existait  alors  aucun  Programme 
officiel;  les  questions  de  fantaisie  avaient  un  libre  cours. 
Je  crois  qu'elles  n'ont  jamais  servi  à  éclairer  le  jugement 
de  MM.  les  Examinateurs  sur  Tintelligence  et  l'instruc- 
tion des  candidats  qu'ils  ont  examinés.  Je  reviendrai  sur 
ce  sujet.  G. 


FORMULES  FONDAMENTALES  DE  L'ANALYSE  SPHERIQliE 

(voir  paçe  443); 

Par  m.  VANNSON. 


Théorème.  Si  au  centre  fFune  ellipse  on  fait  un  angle 
droit  et  qui! on  prolonge  ses  côtés  jusquà  la  rencontre  du 
cercle  principal  aux  points  A  et  B,  quon  projette  les 
points  A  et  B  sur  Taxe  commun^  au  moyen  des  arcs 
AP,  ^Q  coupant  f  ellipse  en  A',  B',  qu'on  trace  les  arcs 
OA',  OB',  on  aura  construit  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

En  effet,  nommons  a,  a'  les  arïgles  de  OA',  OB'  aver 
Taxe;  a/,  y  les  tangentes  des  coordonnées  de  A'*,  a/',  >'' 
celles  de  B',  nous  aurons 

tang  a  tang  a'  =  ^^^  -, 


(*)  La  solution  qu'on  a  voulu   déduire  de  la  détcrmiualion  du  maxi- 
mum cl  du  minimum  d'une  l'onction  continue  n'est  pas  ri{;oureuse. 

20. 


(  3o8  ) 
mais  si  on  appelle  Y' ,  Y"  les  tangentes  des  coordonnées 
de  A,  B,  on  aura 


r'/'  = 


donc 

,       b^    Y'    Y"  b^ 

tanga.tanga  =-.-^.-^  =  --;.     c.  q.  r.  d. 


a' 


Corollaire,  Dans  le  triangle  rectangle  AOP  on  a 

jc'  =  a  ces  AOP, 
et  de  même 

a;"  =  —  rt  sin  AOP, 
donc 

on  verra  de  la  même  manière  que 

^;  +  x:  =  b\ 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  a  la  re- 
lation 

«;  4-  b^  =  «^  4-  bK 

2".   Si  on  appelle  (p  l'angle  OAP,  on  voit  sur  la  figure 
qu'on  a 

a'  ces  OL  =  a  ces  «p  ; 

de  même,  en  construisant  le  cercle  principal  sur  le  se- 
cond* axe,  on  aura 

b'  sin  aJ  z=z  b  CCS  <j)  ; 

en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  a 

a'  b'  sin  a'  cos  ol  z=  ab  cos^  ^, 
on  trouve  de  même 

a'  b'  sin  a  cos  a'=  —  ab  sin^  <p  ; 
d'où  par  soustraction 

a'  b'  sin  (a'  —  a)  r=:  «/>>. 


(3o9  ) 
3°.  L  égalité 

x^  H-  xl  =  a^ 

peut  s'énoncer  ainsi  : 

La  somme  des  tangentes  carrées  des  projections  de  deux 
demi-diamètres  conjugués  sur  un*des  axes  égale  la  tan- 
gente carrée  de  la  moitié  de  cet  axe  ;  enfin  on  a  la  relation 

«'  CCS*  f-4-  ô*  sin'  (f  =  a^t 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  tangentes  carrées  des  pro- 
jections des  deux  axes  sur  un  diamètre  égale  la  tangente 
carrée  de  la  moitié  de  ce  même  diamètre. 

Ces  relations  donnent  la  solution  d'un  grand  nombre 
de  problèmes  relatifs  à  l'ellipse  spbérique  5  nous  nous  bor- 
nerons aux  principaux. 

1 .  Connaissant  deux  diamètres  conjugués  a',  6'  et  leur 
angle  9,  trouver  la  grandeur  des  axes.  On  trouve 

a--\-b=\/a*  -^b^  —^a'  b'  sine,     a—b  =  s/a^-^b^+2a'b^smB. 

Si  on  se  reporte  à  Téquation  d'un  petit  cercle  en  coordon- 
nées obliques^  on  est  conduit  à  la  construction  suivante  ; 
Soient  ^ 

OA  =  a',     OB  =  ê', 

et  l'angle  0  =  6.  Faisons  au  point  O  l'angle  droit  AOC 

FiG.  I  . 


(3.0) 

et  prenons 

OC  =  OA, 
prenons  aussi  Fan* 

OBD  =  -     et     OGF=-j 

joignons  C,  D  et  F,  B,  soit  M  la  rencontre...,  tang  OM 
représentera  a  -4-  i  ;  prenons  ensuite  OB'  =  OB,  joignons 
F  à  B',  et  soit  N  la  rencontre  des  arcs  FB'  et  DC  ^  on  aura 

tang  ON  =  «  —  9 , 
d'où  on  tire 

tang  OM  4-  tang  ON       ,       tang  OM  —  tang  ON 
a  = 5      o  = » 

2  2 

expressions  que  nous  avons  déjà  construites. 

Pour  trouver  la  direction  des  axes,  nous  avons  les  re- 
lations 

a!  —  a  =:  0     et     tang  a  tang  a!  =. ^  *, 

si  nous  nommons  o  le  supplément  de  a',  nous  aurons 

b^ 

a-|-6=:7r  —  6     et     tang  a  tang  6  =  — ; 

le  problème  revient  donc  à  partager  un  arc  donné  tt  —  6 

en  deux  segments  tels,  que  le  produit  de  leurs  tangentes 

b^  ,  .. 

égale  ~  (question  déjà  résolue  géométriquement). 

Connaissant  trois  des  six  quantités  «,  è,  a',  b\  a,  a',  on 
propose  de  trouver  les  trois  autres. 

Problème  I.   On  donne  a,  b,  a  ,  trouv^er  a',  b',  a^ 
Soient 

OAz=a,      Oh=b     el     MOA  =  a  j 

cela  revieiil  à  trouver  rinterst'clion  de  Tellipse,  sans  la 
construire ,  avec  le  cercle  OM . 


(3ii) 
Pour  cela,  j'élève  AM  perpendiculaire  à  OA,  et  je 


FiG.     2. 


prends  AM'  tel,  qu'on  ait 

tang  AM' tang  a 

tang  AM  ~  tang  b  ' 

je  trace  l'arc  OM';  soit  P  sa  rencontre  avec  le  cercle  prin- 
cipal ^  menons  l'ordonnée  PH  -,  le  point  K  où  elle  coupe 
OM  sera  évidemment  l'extrémité  de  a'.  Construisons 
l'angle  droit  POL,  prolongeons  l'arc  SL  jusqu'en  X,  ti- 
rons BX^  la  rencontre  de  cet  arc  avec  l'ordonnée  LN  sera 
l'extrémité  du  diamètre  b' . 

Remarque,  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer 
pour  construire  la  rencontre  d'un  grand  cercle  OM  avec 
une  ellipse  non  construite,  mais  dont  on  a  les  axes,  s'ap- 
plique à  une  position  quelconque  du  cercle  sécant,  en 
sorte  qu'un  problème  peut  être  regardé  comme  résolu 
graphiquement  si  on  le  ramène  à  trouver  l'intersection 
d'un  grand  cercle  et  d'une  ellipse  dont  on  a  les  axes  en 
grandeur  et  en  direction. 

Problème  II.  On  donne  a,  b,  a',  tromper  les  trois 
antres  quantités. 


FiG.    \. 


Bi 


(3i») 
Considérons  ces  trois  nombres  donnés  comme  des  Un- 
gentes ,  et  soient  x' ^  y*  les  tangentes  des  coordonnées  de 
l'extrémité  du  diamètre  donné  \  on  a 

X*  =  a'  cosa,     y*  =  a*  sin  a. 
Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  de  la  courbe,  on  a 

1        cos'a      sin' a 
-T  =  — :; f"-TT- 


On  tire  de  là  une  valeur  de  tanga  facile  à  construire  an 
moyen  des  propriétés  du  triangle  rectangle  et  en  se  rap- 
pelant Féquation  du  petit  cercle  x^  -4- j*  =  r*. 

Problème  III.   On  donne  a',  b',  a   (a',  b'  étant  des 
tangentes). 

On  vient  de  trouver  la  relation 

I   cos'a       sin' a 

et  on  a 

b^==:a\-^b]-^a\ 

ce  qui  donne  pour  trouver  a}  une  équation  du  deuxième 

FlG.     ',. 


o 
degré.  La  condition  de  réalité  des  racines  est 

b^  ]>  7.aJ  sin  a  cosa 
ou 

b\  ]>ûj  sin  2a. 

Si  on  prend  pour  i'*  cette  valeur  minimum,  on  trouve 
que 

tanga'  =i —  i . 


Ce  (|ui  démontre  le  théorème  suivant  : 


(3i3) 

Étant  donnés  les  directions  des  axes  d^une  ellipse  et 
un  point  A,  parmi  toutes  les  ellipses  quon  peut  con^ 
struire  ai^ec  ces  données  ^  il  y  en  a  une  dans  laquelle  le 
conjugué  du  diamètre  OA  est  un  minimum,  et  dans 
cette  ellipse  la  direction  du  conjugué  div^ise  V angle  des 
axes  en  deux  parties  égales. 

Pour  la  construire ,  il  faut  résoudre  le  problème  sui- 
vant : 

Problème  IV.  On  donne  a', a,  a',  trout^erles  trois  autres 
quantités^  a'  désigne  un  arc. 
Soient 

AON=a,      CON  =  a',      OX  =  a\ 


Si  nous  prenons 


2 


et  que  nous  menions  Tare  CA ,  il  sera  tangent  à  l'ellipse 

FiG.   5. 


p    D   N 


proposée.  Donc  appelant  a  la  tangente  de  l'axe  suivant 
ON,  on  aura 

a^  =  tangON  tangOP, 

ce  qui  permet  de  trouver  géométriquement  la  grandeur 
de  l'axe  DD'.  Le  reste  se  trouve  par  des  moyens  déjà  ex- 
posés. 

Nous  n'examinerons  pas  ici  les  autres  cas  qui  se  résol- 
vent par  des  constructions  analogues  aux  précédentes. 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  un  système  de 


(  3i4  ) 
diamètres  conjugues,  il  est  évident  que  Inéquation  con- 
servera la  même  forme.  On  peut  donc  rapporter  la  courl>e 
à  deux  diamètres  par  la  transformation  des  coordonnées; 
le  calcul  se  fait  comme  pour  les  courbes  planes. 


QUESTIONS  D  EXAMEN 

(Adnissibililé  à  TÉcole  Poljteduiqne). 


1.  Lorsque  V équation  générale  du  second  degré  à  trois 
variables 

.  .        j        ax^-h  a'y^  4-  a"z^  -h  2  hyz  -h  2  h'xz  H-  2  b"xj' 
\   -f- 2CX -h  2c'^-h  2c''z  H- €^=:  o, 

représente  un  cylindre  parabolique  y  la  fonction  homo- 


ax^  H-  a! y"^  -h  a" z'  4-  2  hyz  H-  2  h'xz  -f-  2  h"xy 

formée  des  termes  du  second  degré  est  un  carré  exact. 

En  effet,  lorsque  Féquation  (1)  représente  un  cylindre 
parabolique,  on  a  (page  237) 

_  h'h"  ,_bb^  „_bb^ 

h  h'  b" 

En  remplaçant  a,  a\  a"  par  ces  valeurs  dans  la  fonction, 

<7J?^H-  a' y^  -h  (i"z^  +  2  hyz  -[-  2  h'xz  H-  2  h"xy  ^ 

elle  devient 

////'  bh"  hb'    .  ,  ^,  ,„ 

b  b'  b 


(3i5) 


OU 


"''""{î+v-^w)'- 


C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

En  supposant  toujours  que  l'équation  (i)  représente 
un  cylindre  parabolique,  on  voit,  d'après  ce  qui  précède, 
que  cette  équation  revient  à 

Elle  résulte  évidemment  de  l'élimination  d'une  indéter- 
minée « ,  entre  les  équations 

X         f  z 

j-jTp  (  2  co:  4-  2  c'a:  -t-  2  c'^z  -h  rf  j  =  — -  a'. 

Ces  deux  dernières  équations  représentent,  par  consé- 
quent, les  génératrices  rectilignes  du  cylindre  parabo- 
lique. Ces  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 

|-+-^-f--^  =  o,      7.CX  -h^cy-h  iic"z-\-d=zo. 

G. 

La  suite  prochainement^ 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  314 

(volrl.  XV,  p.  27); 

Par  J.-Ch.  DUPAIN. 


Construire  la  courbe  à  équation  polaire 
sjx  —  c-  sin^^ 


(3i6) 
La  forme  générale  se  reconnaît  assez  bien  au  moyen  de 
l'équalion;  mais  il  est  plus  commode  pour  certains  dé- 
tails de  prendre  les  coordonnées  rectangulaires 

X^{c^ —  i)  — -  (2  —  c^) xy  — *  x<4-  I  =r  G. 

En  suivant  les  méthodes  ordinaires  de  discussion ,  on 
arrive  aux  résultats  suivants  : 

Il  est  inutile  de  tenir  compte  des  valeurs  négatives  de 
p  pourvu  que  y  varie  de  o*'  à  3 60  degrés. 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  coor- 
donnés; il  suflSt  donc  d'en  étudier  le  quart. 

Il  y  a  cinq  cas  ])rincipaux  à  distinguer  : 

1*^.  c'  <^  I.  La  courbe  est  fermée 5  elle  présente  l'aspect 
d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  serait  dirigé  suivant  Taxe 
polaire.  Le  plus  petit  rayon  vecteur  est  l'unité,  le  plus 

grand  « 

2°.   c*  =  I.  On  peut  écrire 

1 

y/ ces  tp 

l'aspect  de  la  courbe  est  celui  d'une  branche  de  conchoïde 
[p  = ho)  qui  serait   répétée   symétriquement   par 

rapport  à  sa  directrice  lp  =  — —  ]•  L'axe  des  j^  est  une 

asymptote  commune  aux  branches  de  la  courbe;  ''  y  ^ 
quatre  inflexions. 

3°.  2^c*>i.  Il  y  a  deux  asymptotes  ayant  pour 
équations 

-gin  çp  =  lir  -     on     j  = 


1 /ordonnée  positive  de  la  courbe  rsl  phis  [)elile  que  celle 


(  3.7  ) 
de    l'asyniplote.    L'angle    asymptoiiquc    qui    renferme 
chaque  branche  de  courbe  est  obius. 
y  commence  à  être  réel  quand 

et  alors 

.sji  —  c^ 
v=  4-  I ? 

la  tangente  est  parallèle  aux  ordonnées.  Quand  x  aug- 
mente, y  prend  quatre  valeurs  égales  deux  à  deux,  sauf 
le  signe ,  jusqu'à  ce  que  x  -^a^  y  n'a  plus  que  trois 
valeurs 


Le  point  (i,o)  est  un  sommet  de  la  courbe.  L'ordonnée 
n'a  plus  ensuite  que  deux  valeurs  de  signes  contraires,  et 
la  courbe  se  rapproche  de  ses  asymptotes.  Il  y  a  dans  le 
voisinage  du  sommet  une  inflexion  pour  chaque  quart  de 
la  courbe  dont  l'aspect  est  celui  des  branches  infinies  de 
la  courbe  du  Diable  (  j^* —  x^ —  96  a^y^-\-  100  a^x"^  =  o) 
étudiée  par  Lacroix  dans  ses  Éléments  de  calcul  diffé" 
rentiely  et  par  MM.  Briot  et  Bouquet  (  Géométrie  analy- 
tique^ 1^  édition,  p.  197). 

4**.  c*  =  2.   L'équation  se  simplifie  et  peut  s'écrire 

I 

/-^  :=■  --==.        OU  J-^  —  X^  =  —  I  . 

y  ces  2  cp 

La  courbe  a  le  même  aspect  que  l'hyperbole  équilatère 
(^'  —  x^  =  —  i)  qui  a  mêmes  asymptotes  qu'elles,  mêmes 
sommets  et  mêmes  tangentes  aux  sommets. 

5°.  c*^  2.  L'aspect  général  de  la  courbe  est  encore 
celui  d'une  hyperbole  ayant  les  mêmes  asymptotes,  mômes 


(  :^'8  ) 

sommets,   mêmes  tangentes  aux    sommets.  L'angle  des 
asymptotes  est  aigu. 

L'aire  de  la  courbe  est  une  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce 

La  différentielle  développée  donne  une  série  convergente 

lorsque  c  sin  cp  <^  i , 

1       .             1.3.  \ 

I  -h  -  c^  sm'  ff  H y  c*  sin*  ç  -f- .  . .         i 


2^1  1.35.  ..,2/?—  I,      .,  i 

2.4.6...,  2/^  ^  ) 


2. 


L'intégrale  générale  nVst  pas  simple;  mais  on  peut  re- 
marquer que 

Jf^      .     ,„  .  TT        I        3  2/?—  I 

et,  par  suite, 


£ 


/I.3 

.    I  -4-- 1  -  C  1    -4- 


r 


Celle  série  n'est  convergente  que  si  c  est  inférieur  à 
Tunité. 

Note  du  Rédacteur,  Il  est  urgent  de  diriger  T attention 
des  élèves  sur  cette  courbe  ,  une  des  pins  importantes  de 
l'époque  actuelle;,  d'après  Teniploi  de  son  aire  dans  les 
sciences  ])hysiqnes.  Nous  eu  dirons  autant  de  la  courbe 


(3.9) 
SOLITION  DE  LA  QUESTION  420 

(voir  p.  3i); 

Par  m.  BARDIN, 
Élève  de  l'Ecole  secondaire  de  Tournas  (classe  de  M.  Andanson  \ 


(Kepler,  Astronomia  nova.  ) 

La  résolution  des  triangles  ABC,  ACD  (irigonomélrîe) 
nous  donne  les  angles  ABC  que  je  nomme  B,  ACB,  ACD 
dont  je  nomme  la  somme  C,  et  les  côtés  BC  que  j'ap- 
pelle t,  CD  que  j'appelle  c.  Je  les  considère  comme  déjà 
connus.  Je  nommerai  r  chacun  des  rayons  égaux  OB, 
OC,  OD,  o  l'angle  AOB,  e  Texcentricité  AO,  à  trouver. 
Je  prendrai  pour  inconnues  auxiliaires,  y  l'angle  OCD 
formé  par  le  rayon  OC  et  le  côté  CD,  e  l'angle  ABO  formé 
par  le  rayon  OB  et  le  côté  AB. 

Cela  posé,  remarquons  que 


2 

et 


d'où 

(!) 


=  rcos.(c  —  v)  =  '■  (cos.C  C0S.7  4-  sin  Csiny), 


c 

-  =  r  009  7, 

2 


2  CCS  7 

Substituant  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

^  =0  (cos.C  -4-  sin  C  tang7), 
d'où 

b  —  c  cos.C 
tanc  7  = 7—-Z —  ] 


posant 


on  u 


(3*0) 
c  cos . C 


tang(p  = 


(i-) 


b  sin 

tang7  = ^-ï-- — '-  -, 

c  sin  G  cos  j  cos  7 

y  élant  connu,  Téquation  (1)  donne  la  valeur  de  r. 
Alors,  en  observant  que 

OBC  =  BCO  =  C  —  7, 
et  que  par  suite 

8  =  B  4-  7  —  C, 

on  voit  que  dans  le  triangle  AOB  on  connaît 

AB  =  û,     OB=r, 
et  enfin 

€  =  B-+-7  — C. 

On  n'a  plus  qu'à  résoudre  ce  triangle  à  Tinstar  des  deux 
autres. 

On  obtient  ainsi  l'angle  o  et  rexcentricité  e. 

Tous  calculs  faits,  on  trouve 

r  =  1 06485 , 
0=  i52°  25'  5o", 
e  =  61082 . 

Je  placerai  comme  points  de  repère,  les  principaux  ré- 
sultats intermédiaires 

6=78044'     0% 
ACB  =  74«   10'  43% 

ACD  =  3i"     8'  89% 
ADC=34«  49'     9'^ 
r  =  17  1048. 
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tf  =  3o°  20'  49" , 

7=36«  34'  16", 
ABO=  9°  58'  54", 
BA0=i*7«  35'  16". 

Remarque,  Comme  vérification,  on  peut  calculer  e  au 
moyen  du  triangle  AOC  ou  du  triangle  AOD.  Pour  la  vé- 
rification de  o,  on  peut  remarquer  que  l'on  doit  avoir 

CAO  -f-  BAO  =  BAC. 

Note  du  Rédacteur.  Kepler  fait  ce  calcul  pour  prou- 
ver que  Mars  ne  peut  se  mouvoir  dans  un  cercle.  Les 
données  se  rapportent  à  trois  observations  de  cette  pla- 
nète, réduites  au  mois  d'octobre. 

A  est  le  lieu  de  l'observation  (Prague,  Observatoire  de  Tycho). 

B  est  le  Heu  de  Mars 5°  a4'  ^^ '•     Balance. 

C  est  le  lieu  de  Mars 8*>  19'     41-     Vierge. 

D  est  le  lieu  de  Mars 14**  16'  52'^.     Taureau. 

Ce  sont  des  observations  réduites  à  l'écliptique  pour  l'é- 
quinoxe  de  iSpo.  Si  Torbite  était  un  cercle,  on  devrait 
toujours  trouver  la  même  excentricité,  n'importe  les  dis- 
tances AB,  AC,  AD  5  or  cela  n*à  pas  lieu^  car,  en  prenant 
le  rayon  OB  =  1 00000,  Kepler  trouve  9768  pour  excen- 
tricité, et  pour  d'autres  positions  9264  ]  il  conclut  qu'il 
faut  exclure  le  cercle,  et  finalement  il  parvient  à  l'ellipse. 

Cet  ouvrage,  Astronomia  noi^a,  très-rare  (*),est  le 
chef-d'œuvre  des  chefs-d'œuvre.  On  voit  ce  que  peut  pro- 
duire la  réunion  de  ces  trois  qualités,  grand  astronome, 
grand  géomètre,  ami  passionné  et  désintéressé  de  la 
science. 

{*)  Un  exemplaire  à  la  librairie  de  M.  Mallet-Bachelier. 
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BiteiU  d«  Bulletin  da  U  eUtm  jp^ftf  M  M  mmtkémttfm 
do  SaitU-Pétertibotu-g,  t.  XYI,  wfi  56i  3  laSy. 


OscAA  Veaiter.  Quelques  nouî^aux  théorèmes  sur  les 
polygones  et  propositions  arithmétiques  et  géomé- 
triques qui  s* en  déduisent. 

Soit  un  pc^ygone  fermé  pUoi  A»  A»  A»  •  • .  A^%  A».t  A» 
et  deux  points  M,  Ao  daos  ce  plau^  cm  a  cette  relatien 
entre  les  aires  triangulaires 

MAi  A.H  1KA|  A}  MAa  A| 


AlA«  A|  •  MA«Aj|    —  BiAfAi  •  JMLAc  A}       MA«  As«lIAf  A^ 

MAs  •  A4  MAa^t  A« 


M  Af  As .  MAf  A4  liA«-A»^f  t  MA«  An 

qui  peut  s'écrire 

^1  \  MA*  A^ .  MA,  Ay,-Hi  / 
il  faut  prendre  i  au  lieu  de  n  -h  i  et  négativement  (voir 

J.  Mentiob.  Sur  le  cercle  focal  des  sections  coniques. 

1.  Par  deux  points  situés  sur  une  conique,  menons 
quatre  rayons  vecteurs  aux  foyers  ^  ils  forment  un  qua- 
drilatère non  convexe,  circonscriplible  à  un  cercle  :  c'est 
le  cercle  Jocal^  et  le  rayon  de  ce  cercle  est  appelé  le 
rayon  focaL  Le  centre  est  le  pôle  de  la  corde  qui  réunit 


(  3^3  ) 
les  deux  points  de  la  conique.  Dans  la  parabole,  deux  des 
rayons  vecteurs  deviennent  des  diamètres. 

2.  Supposons  la  conique  rapportée  à  ses  axes  princi- 
paux. Soient  a ,  j3  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
focal,  Kle  rayon  (bcal  ;  on  a  la  relation 

Pour  l'ellipse fl»K'  =  a»  p'  -h  è'a»—  a»  b\ 

Pour  l 'hyperbole a'  K»  =  a'  p»  -f-  ^^  a^-h  a*  ^, 

où  a  est  le  demi-axe  focal ,  et  S  Tauur^  demi-axe. 

Dans  la  parabole,  K'=  j3' —  apa,  où  p  est  le  demi- 
paramètre. 

3.  La  somme  des  deux  tangentes  menées  parles  foyers 
au  cercle  focal  est  égale  à  Taxe  focal  dans  FeDipse  ;  c'est 
la  différence  dans  l'hyperbole  (*). 

i.  La  longueur  d'une  tangente  menée  d'un  foyer  au 
cercle  focal  est  à  la  distance  du  centre  de  ce  cercle  à  la 
directrice  correspondante  au  foyer,  dans  un  rapport  co»- 
forme  au  module  de  la  conique. 

5.  L'aire  d'un  polygone  circonscrit  à  la  conique  est  égale 
à  a  (K-f-K'4-  R''4-. .  .)\K,  K',  K^  . . ,  sont  les  rayons 
focaux  relatifs  aux  côtés  du  polygone,  dont  quelques- 
uns  deviennent  négatifs  lorsque  le  centre  de  la  conique 
est  extérieur  au  polygone. 

6.  L'aire  d'un  polygone  inscrit  âi  une  coiki«|uè  est 

K^  K',  K'^', . . . ,  sont  les  rayons  focaux  correspondants  aux 

ç*)  Lorsque  les  deux  points  se  réunissent,  le  double  point  représente 
Ifl  fCffole  focal  et  «on  «entre;  les  dâii«  rn^tn»  v#Q|eur«  sKHit  de»  tangentes 
à  ce  cercle ,  et  ainsi  la  propriété  de  ces  rayons  est  un  cas  particiilier  :  de 
même  pour  la  propriété  suivante.  Th. 

21.. 
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eàlét  dik  polygone^  dan&là  pai^dMik^  lai8i»rfigee|d»poly-» 
gone  cîrconscril est      *  »      \*  -        :     /  '     iîi^î  >>•    r 

inscrit  ;,       ;    ..,.;:!•*.>!  ;ic.r  î  :>!  .!  .'•  ■ 

7.  Jeteur  elliptiçue.  Ce  iectear  ijék'-f^Ut  st^taoei 

le  centre  de  rellîpae  a  pour  aire  a  arc  lang  -^y  où  K  est 

le  rayon  focal  correspotidaiit  à  la  corde  qui  50us-tend  U 
base  du  secteor.  S 

%  Secteur  hyperbolique,     li  .^i^\  l^^,  C^^BSo' 

^n  lé  idâduitdtt  seetétir  enipti({tij&  ek^^^  i^eilk|»]^^àt 4'^at 

K 

arctangj^  =  ^^log__;    /^V-T. 


2ï     °        K 


9,   Segment  elliptique. 


Aire  =  ab  (    arc  tang  t 


10.  Segment  parabolique. 

Aire  =  -5 — 


41.  a,  (3  étant  les  coordonnées  du  centre  d'un  cercle 
focal,  la  conique  étant  rapportée  à  des  axes  quelconques, 


(3a5) 
on  a 

aF'sin'p 


K'=  — 


F'=  A  p»  +  B  ap  -h  C  a'-f-  D  p  +  E  a  -f-  F  , 

7  =  angle  des  axes , 

N  =  A+C  — Bcosy,     m  =  B'—^AC. 

12.  Solution  de  ces  problèmes.  Etant  donnés  cinq 
centres  focaux  d'une  conique ,  trouver  Téquation  de  la 
conique  5  quatre  pour  une  parabole  et  hyperbole  équila- 
tère  5  trois  pour  un  cercle  :  dans  ce  cas ,  c'est  le  cercle  qui 
coupe  ortbogonalement  les  trois  cercles  donnés.  Au  moyeta 
du  paragraphe  précédent ,  on  est  amené  à  cinq  équations 
du  1®' degré. 

12.  Théorème.  Si  trois  sections  coniques  passent  par 
les  mêmes  quatre  points ,  les  rayons  focaux  des  points 
de  l'une  des  coniques  relatifs  aux  deux  autres  sont  dans 
un  rapport  constant ,  ce  qui  comprend  comme  cas  parti" 
culier  ce  théorème  de  la  Géométrie  supérieure  : 

Si  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  les  tan- 
gentes menées  par  tous  les  points  de  Vun  des  cercles 
aux  deux  autres  sont  dans  un  rapport  constant. 

L'auteur  fait  encore  diverses  applications ,  et  annonce 
une  prochaine  publication  sur  la  sphère  focale  d'un 
cône. 

Note  du  Rédacteur,  M.  Tchebychew,  le  célèbre  arith- 
mologue  dont  il  va  être  question,  a  pour  prénom  Paf- 
noufty  (Bulletiny  p.  63).  M.  Bienaymé  me  fait  observer 
que  ce  saint  est  identique  à  saint  Paphnuce  qui  figure 
dans  certains  calendriers  à  la  date  du  19  avril  et  du  11 
au  a4  septembre,  et  il  y  a  même  plusieurs  saints  de  ce 
nom,  tous  d'Egypte*,  origine  indiquée  d'ailleurs  par  la 
forme  du  nom. 
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saiiiTiAK  DE  u  m^tm  âss 


ftûifL  XVI,  p  67) 


QUI  comiiiT  \  muM  m  u  «ubstioh  ui 

Pab  m     p.   de  FOVILLE, 

Élève  d^  rf^ole  préparutoirc  des  Çarmei  (ebsBe  d^  M.  Gerono). 


(«) 


jr^m 


'niée  par  inéquation 


a";  ji  y  (x)      t  i*«e  fo action  impaire 

qui  n  a  pas  plus  de  ^n  —  î  racines  comprises  entre  +  i 
et  —  1 ,  la  courbe  repi  ^ée  pur  l ^équation 

rencontre  la  courbe  {i  en  un  poinl  dont  l'ab- 

scisse est  comprise  entre  -h  -  ^-  —  i . 

3^.  Déduire  de  ce  qui  précède  la  démonstration  du 
théorème  de  M,  Tchebychew  (question  347,  t.  XV,  p.  387, 
Prouhet.  ) 
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ï**.  Je  suppose  que  OX,  OY  soient  les  aies  rectangu- 
laires donnés.  Afin  de  simplifier  la  discussion ,  je  pren- 
drai provisoirement  pour  axe  des  X  la  droite  CX'  dont 
Téquation  est 

r  =  '; 

l'équation  de  la  courbe  deviendra 

j  =  sin  [( 2 «  -f- 1)  arc  sin a:]. 

On  reconnaît  immédiatement  que  la  nouvelle  origine  ' 
O'  est  un  point  de  la  courbe  et  un  centre ,  car  cette  équa- 
tion ,  vérifiée  par  les  valeurs  x  =  o,  y  =  o ,  conserve  les 
mêmes  solutions  lorsqu'on  change  à  la  fois  ^  en  —  x  et 
y  en  —y. 

La  variable  x  représentant  un  sinus  ne  peut  recevoir 
que  les  valeurs  comprises  entre  -H  i  et  —  i  ;  à  chacune  de 
celles  qui  sont  renfermées  dans  cet  intervalle,  il  en  cor- 
respond une  infinité  de  arc  sinx,  mais  cependant  une 
seule  de  j^.  En  effet,  si  a  représente  la  plus  petite  valeur 
positive  de  arc  sinx,  toutes  les  autres  sont  données  par 
les  formules 

2^7r+a,      (2^  +  i)Tr  —  a, 

et  Téquation  proposée  peut  être  remplacée  par  Tensemble 
des  deux  suivantes  : 

j  =  sin[(2/i  -h  i)(2Xff  -^«)], 

^  =  sin  |(2/î  -f-  i)[(  81^-4-  i)fr  —  a]  j. 

Celles-ci  se  réduisent ,  lorsque  Ton  supprime  les  mul- 
tiples inutiles  de  la  circonférence ,  à 

j  =  sin[(2/î-M)a], 

jr  =  sin[7r  —  (2«-H  i)a], 

et  Ton  voit  qu'elles  sont  équivalentes.  Il  suffit  donc  de  con- 


(  3a8  ) 
servt^r  Tune  d  elles  ^  soîi 

j  ^sm[(3/î  H-i)  pt], 

qui  pour  chaque  valeur  de  a  et  de  x  D'en  donne  bien 
qu'une  seule  de  y. 

Pour  obtenir  les  points  de  la  brancbe  de  courbe  située 
à  droi  te  de  Taxe  des  Y,  il  faut  faire  croître  ^  de  o  à  i ,  ou, 

ce  qui  revient  au  méine^  faire  croître  a  de  o  à  -■  On  peut 

la  coustruii^  avec  une  certaine  exactitude  au  moyen  du 
tableau  suivant  qui  montre  en  regard  les  valeurs  simul- 
tanées les  plus  remai^uables  de  x  et  d^j  : 


a 

r 

ff 

a(2A/  -h  i) 

Uft 

M% 

a(2R  +  l] 

3« 

2(2/ï+  ij 

(2/i—  Sj-JT 

2(2/1  +  l) 

(2/2  —  2}7r 
2(2/1 -h  l) 

0 

(2/ï—  i)ir 
2(2/î-M) 

—         ï 

2/2  TT 

2(2/2  -t-l) 

(2/2  -+-  0^ 

2(2/24- 1  ) 
Si  l'on  remarque  que  l'ordoniiéc  et  sa  dérivée  seconde^ 
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respectivement  représentées  par 

sin[(2/i  -\-  i)a] 
et 

—  (2/1  -h  i)*  sin  [(2/1  -f- 1)  a], 

sont  toujours  de  signes  contraires ,  que  par  conséquent  la 
courbe  tourne  constamment  sa  concavité  vers  Taxe  des  X, 
on  reconnaît  que ,  partant  de  l'origine ,  elle  se  compose 
d'une  série  d'arcs  sinueux  qui  successivement  s'élèvent 
au-dessus  et  s'abaissent  au-dessous  de  cet  axe,  et  qu  elle 
vient  enfin  se  terminer  brusquement  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x=  i^y  =  i. 

Chacpie  valeur  de  x  qui  rend  (  an  -4- 1)  a  multiple  im- 
pair de  -  correspond  à  une  ordonnée  maximum  ou  mi* 

nimum  dont  la  longueur  absolue  est  toujours  égale  à  i  » 
Dans  l'intervalle  de  deux  de  ces  ordonnées  consécutives , 
la  courbe  rencontre  nécessairement  l'axe  des  X  en  un 
point  dont  l'abscisse  rend  (  an  -H  i)  a  multiple  de  tt.  Les 
points  d'intersection  sont  au  nombre  de  n  à  droite  de  l'axe 
des  Y.  Comme  il  s'en  trouve  autant  sur  la  branche  de 
gauche,  symétrique  par  rapport  au  centre  de  celle  qui 
vient  d'être  construite ,  et  que  de  plus  l'origine  (y  appar- 
tient à  la  courbe ,  le  nombre  total  des  points  où  elle  coupe 
l'axe  O'X'  est  an-i-  i.  On  achève  de  prendre  une  idée 
exacte  de  sa  forme ,  en  remarquant  que  l'intervalle  de 
deux  de  ces  points  consécutifs  devient  de  plus  en  plus  pe- 
tit à  mesure  qu'ils  s'éloignent  de  l'origine.  En  effet,  leurs 
abscisses  sont  les  sinus  d'arcs  équidistants  l'un  de  l'autre 

de ' — >  et  Ton  sait  que  dans  le  premier  quadrant  le  rap- 
port   ; —  diminue  lorsque  x  augmente. 

2^.  Il  faut  maintenant  revenir  au  premier  système 
d'axes,  et  faire  voir  que  si  <p  {x)  est  une  fonction  impaire 
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ayant  au  plus  an  —  i  racines  oompriaes  entn^  ««h  i  6i  — i, 
la  courbe  représentée  par  Téquation 

coupe  nécessairement  Tespèce  de  sinusoïde  qui  vient 
d'être  oonstruite. 

J'observe  d'abord  que  puisque  f  (jr)  ohmge  de  signe 
tout  en  consenrant  la  même  valeur  id)8ol«e  looscpi'Mi  j 
remplace x  per  «—  x,  la  courbe  jrsm^  {x)  a  l'origiae  O 
pour  centre.  Profitant  de  cette  remarcpM,  je  vais  oheivfaer 
a  établir  la  propriété  en  question ,  en  «lonirant  que  d'an 
point  de  la  droite  AB  dont  l'équation  est  or  :a5  i  an  point 
symétrique  par  rapport  à  O  de  A'  B'  dont  l'iéqBitkm  est 
x  =  —  i,  il  est  impossible  de  tracer  une  courbe  qui  ne 
rencontre  pas  la  sinusoïde  et  soit  telle ,  qu'à  chaque  va- 
leur de  x  en  corresponde  une  seule  de  jTj  sans  qu*^e  ut 
au  moins  211  +  1  points  d^intersection  avec  OX.  Il  n^y 
aurait  pas  lieu  k  démonstration  si  la  valeur  de  jr  corres- 
pondant k  x^=zi  était  négative  ou  si  elle  était  positive  et 
plus  grande  que  i ,  car  alors  la  courbe  ayant  l'origine  pour 
centre  couperait  évidemment  la  sinusoïde.  Je  suppose- 
rai donc  que  le  point  pris  sur  AB  soit  comme  M  com- 
pris entre  A  et  B.  Une  brandie  de  courbe  partant  de  ce 
point  et  se  dirigeant  vers  l'origine  sans  couper  la  sinu- 
soïde peut  présenter  une  forme  quelconque  dans  Tinter- 
valle  compris  entre  le  dernier  arc  dfA  de  celle-ci  et  la 
droite  AB;  mais  il  est  impossible  qu'elle  passe  à  gauche  de 
Tordonnée  cd  sans  couper  l'axe  des  X  en  un  certain  point 
m  compris  entre  ^  et  6 ,  et  de  s'abaisser  au-dessous  de  cet 
axe.  La  branche  symétrique  qui  part  de  M'  le  coupera 
en  un  point  correspondant  w'  et  s'élèvera  au-dessus  de 
lui,  mais  elle  ne  pourra  passer  à  droite  de  c'  d^  (symétrique 
à  cd)  sans  le  couper  une  nouvelle  fois  en  un  point  n  '  au- 
quel correspondra  de  même  un  point  n  de  l'autre  branche 
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situé  surOX.  En  continuant  de  celte  manière  à  tracer  si- 
mnltanémeift  les  deux  branches  qui  tendent  l'une  vers 
l'autre  pou^  se  réunir,  on  reconnaît  que  la  courbe  dont 
elles  font  partie  doit  couper  OX  en  deux  points,  chaque  fois 
que  se  présente  une  ordonnée  minimum  de  la  sinusoïde 
dont  il  faut  éviter  la  rencontre.  L'ordonnée  terminale  A'B' 
est  la  seule  qui  se  trouve  naturellement  évitée.  Les  autres 
sont  au  nombre  de  n,  La  courbe  tracée  entre  M  et  M'  ne 
peut  donc  avoir  moins  de  2n+i  points  d'intersection 
avec  Taxe  des  X  (le  nombre  de  ces  points  est  nécessaire- 
ment impair) ,  et  celle  que  représente  l'équation 

en  ayant  au  plus  Zn  —  i  dans  l'intervalle  des  mêmes  or- 
données doit  couper  la  sinusoïde. 

3^.  Le  théorème  de  M.  Tchebychew  est  ainsi  énoncé 
(quesdon347)  : 

Soit  donnée  Piquation 

jjj»*.i  ^  ax^-'  +  6x«"-«  4- . . .  4-  /^  ^  /^  i=  o 
qui  ne  renferme  que  des  puissances  impaires ,  il  y  a  une 

racine  réelle  comprise  entre  2  i/  -et  — ^  a  1/  — 

Il  revient  évidemment  au  même  de  dire  que  l'équation 
obtenue  ^en  divisant  par  a  i/  -  les  racines  de  la  précé- 
dente a  une  racine  comprise  entre  •+- 1  et  —  i .  Le  premier 
des  termes  de  cette  nouvelle  équation  est  a'".  Ar. x"""*"*, 
et  si  on  les  divise  tous  par  A,  ce  qui  n'altère  pas  les  solu- 
tions, elle  prend  la  forme 

(3)     a^'.ar*»"^'  -+-  A;c'»-'  -h  Bj:"»~»  H-.  .  .-*-  L.r-h  i  =  o. 

Le  théorème  sera  démontré  si  je  fais  voir  que  les  ra- 
cines comprises  entre  H-  i  et  —  i  peuvent  être  représcn- 
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tées  par  les  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes 
dont  les  équations  sont  désignées  par  (i)  et  (a)  (p.  236). 
Pour  y  parvenir,  je  rappellerai  d'abord  que,  d'après 
une  formule  de  la  trigonométrie,  on  a 

siD[(2/i  4-i)a]  =  (2/î4-  i)cos^asina 

—  ^ 5 '  cos*-*asin*a  -h..., 

I»2«0 

OU ,  ce  qui  est  la  même  cbose , 

sin[(2/î-f-  i)arcsinar]  =  (2;i  H-  i)(i  — x*)Px 

(2«H- i)  2/t(2«  —  i), 

—  i :i—l L f  (  I  —  jc»)»-l  jJ 


Une  première  remarque  à  faire  sur  ce  développement, 
c'est  qu'il  est  une  fonction  impaire  de  x.  II  se  compose 
en  effet  d'une  somme  algébrique  de  termes  où  chacuii 
est  le  produit  d'une  puissance  de  (i  «^x^}  par  une  puis- 
sance impaire  de  x.  Une  seconde  remarque  est  relative 
au  coefficient  de  x'""*"*,  terme  qui  est  évidemment  celui 
du  degré  le  plus  élevé  dans  chacun  des  produits  dont 
je  viens  de  parler  où  il  se  trouve  alternativement  avec 
le  signe  -|-  et  le  signe  — .  Pour  rendre  le  raisonne- 
ment plus  précis,  je  supposerai  d'abord  n  pair^  alors  le 
produit  (i  —  a:')".x  fournil  le  terme  -i-x*"+*  tandis  que 
(i  —  x^Y'^x^  donne  — x'""*"^  5  mais  comme  ce  dernier 
est  précédé  dans  le  développement  d'un  coefficient  né- 
gatif, c'est  encore  avec  le  signe  -|-  que  x*""*"*  se  retrouve 
dans  la  somme  :  il  en  résulte  que  le  coefficient  de 
^î«+i  ggj.  ^g^i  ^  j^  somme  de  tous  les  coefficients  nu- 
mériques du  développement,  c'est-à-dire  de  ceux  de  la 
2n  -\-  1'*'"*  puissance  du  binôme  pris  de  deux  en  deux, 

ou  encore  à  la  demi-somme  -  2^"+*  =  2^"  de  tous  les  coel- 

2 
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ficients  de  cette  formule.  Je  puis  donc  poser 

sin  [( 2 /ï  -h  i)  arc  sin^] 
=^  2»»ar»'»+'  -h  A'  ar'«-'  -h  B'a:"»-»  +  ^  . .  -f-  L^« 

et  remplacer  Téquation  (i)  par  Tëquation  algébrique 

(i' )     xz=  2»» 5:"»+'  ■+.  A':c'"-'  -H  B' ^'"-3+ . .  .  -f-  L' a:  +.  1 , 

dans  laquelle  il  faut  seulement  convenir  de  n'attribuer  à 
X  que  les  valeurs  comprises  entre  -\-i  et  —  i . 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  les  racines  de  Fë- 
quation  (3)  sont  représentées  par  les  abscisses  des  points 
communs  à  la  courbe  (i')  et  à  la  suivante 

r  =  ( A'  —  A) a;"»-  +  (B'  —  B)  *'«-3  4- .  .  . 4-  (L'  —  L j  x, 

dont  féquation  est  comprise  dans  Téquation  (2)  *,  car  c'est 
une  fonction  impaire  de  j:  et  n'a  pas  plus  de  2  n  —  i  ra- 
cines. 

Tout  ceci  suppose  n  pair. 

Si  n  était  impair,  le  coefficient  de  ar*""*"*  dans  le  dévelop- 
pement de  sin[(2  7i -H  i)  arcsina:}  serait  — 2*"  5  mais 
alors,  on  pourrait  remplacer  la  courbe  (i)  par  celle  dont 
l'équation  est 

y  =  sin[{^n-{-  i)  arcsino:]  —  i 

qui  rencontre  aussi  la  courbe  (2)  en  un  point  dont  l'^b-' 
scisse  est  comprise  entre  -i-  i  et  —  i  ^  Lç&  tçrmes  extrême^ 
de  l'équation  (i')  deviendraient  ainsi  —  2'"x'"+*  et  —  i , 
et  pour  que  ceux  de  Péquatibn  (3)  leur  fussent  égaux, 
il  suffirait  de  changer  tous  les  signes  de  cette  dernière 
équation  :  les  conclusions  auxquelles  on  parviendrait  se- 
raient encore  les  mêmes. 
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Un  elHp^ïde  étant  rapporté  à  trois  dîâinètres  conju- 
gués, on  propose  de  mener  par  Vorigine  un  rayon  tpii 
soit  maicîmum  ou  minimum. 

L'éipiatlon  de  la  surface  sera 

t  t  4 

Appelons  A,  B,  C  les  angles  que  font  les  diamètres  deux  é 
deu^É  et  soient 

X        y        ^ 
m        H        e 

les  équations  d'im  rayon  quelconque*  Eliminant  x,  y,  z 
entre  ces  quatre  équations,  nous  aurons 

I  m  n  p 


R'     ^        R'     '^R' 


R  désignant  le  radical  ;  si  nous  appelons  /  la  longuctu* 
du  rayon,  nous  aurons 

/»  =r  ar«  4- j«  H-  «'H-  3^«r  ces  C  -f-  aj^COS  A  +  2«;t  COsB> 

et,  remplaçant  jr,j,  z  par  leurs  valeurs, 

111»+  /?'+/?' 4-  2/?/?  cos  A  -f-  %pm  cosB  •+  :2^/?i/i  cos  C 

/w»      «*       p* 

Pour  rendre  cette  expression  maximum  ou  minimum, 
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m,  n,  p  étant  trois  variables  indépendantes,  nous  égale- 
rons à  zéro  les  dérivées  prises  successivement  par  rapport 
à  chacune,  ce  qui,  en  divisant  les  équations  ainsi  obte- 
nues membre  à  membre,  nous  donne 

'  m  -f-j»  cos  B  -h  /i  ces  C «  H-  «  ces  C  +  /?  ces  A 

*  /?  -h  /i  ces  A  -h  /w  cos  B 


(?) 


Appelant  S  un  quelconque  de  ces  rapports,  nous  aurons 
les  trois  équations 

!m  (i ?)-*-/»  cos  C  -H  p  cos  B  =  o, 
\         O 
[         S\ 
n  (i  —  Ti)  -f-/?cosA-f-/wcosC=o, 
/SX 
p\i j  I  H-  /w  cos  B  -h  «  cos  A  =  o. 

Ces  trois  équations  n'ayant  pas  de  terme  indépen- 
dant, pour  que  les  rapports  —,  -  soient  déterminés  ,    il 

faut  que  le  dénominateur  commun  des  trois  inconnues 
soit  nul,  ce  qui  donne,  après  quelques  réductions  faciles, 

(3)         I  -h  S(^;  c;  sin»A  -h  c;  aj  sin^B  H-  a^  bj sin'C) 

en  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

—  D  =  I  -f-  2  cos  A  cos  B  cos  C  —  cos'  A  —  cos'B  —  cos*  C. 
Si  on  décompose  D  en  facteurs,  on  trouve  aisément 
D  =  4  sin/?  sin  {p  —  A)  sin  (/?  —  B)  sin  {p  —  C), 
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p  êVdnX  la  demi -sont  me  de  (A  -h  B  -h  C).  Or  si  on  appelle 
V  Je  volume  du  parallélipipède  formé  sar  a\  b\  c\  on  a 


V  =:  a        '  c'  ^ûnp  sin {p  ^  A  )  sin  [p  —  B  J  sin  (p  —  C  J- 

De  cette  remarque  il  résulte  que  le  lerme  tout  connu  de 
réquaiioa  \  3)  est  égal  à  —V*,  Vêtant  le  volume  du  parai* 
lélipipèdt^  formé  sur  les  trois  diamètres  conjugues, 

Pou»'  '^  lontrer  que  les  trois  racines  de  T équation  (3) 
sont  Ti  ,  il  n'y  a  qu^à  suivre  Télégaute  méthode  de 

discuasioit   i„  ic  Tanalyse  de  MM,  Briot  et 

Bouquet ,  page  '6<j^ . 

Ainsi  on  éliminera  dans  les  équations  (a)  p  par  sous- 
traction, on  trouve  aiiisi 


r .^ i "I 

I  cos  A  (  — r  —  I        -  cos  B  ros  c  1 

L       \<      I  J 

n 

'  r    ~    '         ï 

[  cos  B  f  Tï  ^  I  I  4-  cos  A  cos  C  I 
^ ^ 

'  r       1 1  ' 

I  cos  c  f-;-  —  1  1  H-  cas  A  cos  B  I 

remplaçant  dans  la  première  des  équations  (a)  m,  n^  p 
par  leurs  quantités  proportionnelles^  on  trouve 

a'  cos  B  cos  C     *  b^  cos  C  cos  A       cj  cos  A  cos  B 


(5)  cos  A  cosB  cosC 

S  — a  S  — 6  S  — 7 

après  avoir  posé 

cof  B  cosC\ 

T —  p  etc. 

cos  A      / 


=  <(• 
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Tant  que  les  quantités  a,  6,  y  sont  inégales,  on  dé^ 
montre  que  Téquation  (5)  a  ses  trois  racines  réelles  et 
inégales,  et  elles  sont  positives,  comme  le  montre  Inéqua- 
tion (3).  Or  ces  racines  ne  sont  autres  que  les  carrés  des 
demi-axes.  Cela  résulte  des  équations  (i),  car  si  on  muU 
tiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction  respectivement 
par  w,  n,  p,  et  qu'on  divise  ensuite  la  somme  des  numé- 
rateurs par  celle  des  dénominateurs,  on  trouve  S  =  /'. 
Ainsi,  dans  le  cas  où  a,  S,  y  sont  des  quantités  diffé- 
rentes, les  trois  axes  sont  inégaux.  Les  équations  qui 
donnent  la  direction  de  ces  axes  sont,  en  ayant  égard  aux 
équations  (5), 

j:cosA(S  — g)  __^cosB(S  — g)  _  zcosC(S  — y) 
£»»  ~  6'  "^  r* 

Ces  équations  donneront  pour  chaque  valeur  de  S  une 
di  rec  tî  on  déter  mi  née . 

Si  6c  =  6,  une  des  valeurs  de  S  égalera  a;  les  équa* 
tions  (4)  donnent  dans  ce  cas  ^  =  o,  et  la  dernière  des 
équations  (2)  devient 

fn  cos  B  -h  /ï  cos  A  =  o  î 

ainsi  les  équations  d'un  des  axes  sont 

z  =  o     et     an  cos  B  -h  j^  ces  A  =  o. 

Ainsi,  quand  on  a  a  =±  6,  un  de^  trois  axes  est  dans  lé 
plan  de  deux  diamètres  conjugués,  et  réciproquement  si 
dans  l'équation  a  =  6  on  remplace  a  et  6  par  leurs  valeurs, 
elle  devient 


//*x       t  /cosA  — côsBcosC\       ,,  / 


cosB  —  cos  AcosG^ 
cosb  \ 


Or  si  on  appelle  A'  le  dièdre  opposé  à  la  face  A  dans 
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Tangle  solide  que  forment  les  trois  diamèlres  donuési  ou 
aura 

^ ,      cos  A  —  coa  B  oos  G 

SIÏ1  B  5in  C 
cl 

^       v.o^  B  -^  cos  Â  cos  C 

CQ%  B'  =r   —-.■.,., f 

$in  Â  siQ  C 

valeurs  qui,  combitiées  avec  l'équation  (6),  donneront 

/siu  aà\ 

bf  -  /        aB\ ' 
\  cos  B'  J 

On  voit  donc  que  dans  un  système  de  irois  diamètres 
eoujuguésH,  si  deux  d'entre  eux  ^nt  dans  un  même  plan 
avee  un  axe^  le  carré  de  chacun  des  deux  est  proportion- 
nel au  sinus  de  deux  fois  V angle  compris  entre  les  deuît 
autres,  divisa  par  le  cosinus  du  dièdre  opposé  à  cet 
angle-  *  ~    - 

Quand  les  trois  quantités  a,  6,  y  sont  égales,  l'éqtia- 
tion  (5)  a  deux  racines  égales  à  a,  donc  la  surface  a  deux 
axes  égaux,  elle  est  de  révolution,  et  il  n'y  a  de  déter- 
miné que  la  direction  du  troisiènïe  axe,  correspondante 
à  la  troisième  racine. 

Si  dans  Téquation  (3)  on  examine  la  somme  des  racines, 
leur  produit,  etc.,  on  en  conclut  ces  trois  relations  : 

La  soi;nme  des  carrés  des  diamètres  coxi^uguës  est 
constante  y  le  volume  du  parallélipipède  constriifit  sur 
trois  diamètres  conjugués  est  constant ^  et  enfin  dans  ce 
même  parallélipipède,  la  somme  de  carrés  des  faces  est 
toujours  la  même  pour  tous  les  systèmes  de  diamètres 
conjugués. 

PnoBLÊME.    Une    surface   du    second    degré    étant 
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éclairée  par  des  rayons  de  lumière  partant  d'un  point 
(x',  y,  z'),  troui^er  r équation  delà  surface  conique for^ 
mée  par  les  rayons  tangents  à  la  surface  proposée. 

Lemme,  Soit  <p  =  o  l'équation  de  la  surface-,  on  sait 
que  la  courbe  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  base 
du  cône  cherché,  est  plane.  Son  plan,  qui  n'est  autre  que 
le  plan  polaire  du  point  (x',  y\  z')^  a  pour  équation 

I  — -  j  représentant  la  dérivée  de  çp  relative  à  x^  dans  la- 
quelle on  a  remplacé  x^y^  z  par  x',  y'  z'  \  si  dans  cette 
équation  du  plan  polaire,  que  nous  représenterons,  pour 
abréger,  pa,r  ^  =  o,  nous  remplaçons  x^  y^  z  par  les 
lettres  accentuées,  nous  trouverons  un  résultat  égal  à  (ç)', 
ainsi 

(.)  (4-)' =(?)'• 

Ola  posé,  prenons  l'équation  générale  des  surfaces  du 
seeoD<l  degré  passant  par  la  courbe  de  séparation,  son 
ë(}Qatî<m  sera 

,p  +  X^l^  ;=  O, 

A  étant  le  premier  membre  de  Téq nation  générale  d  un 
plan.  Ainsi  A  a  quatre  indéterminées,  ce  qui  montre  que 
la  condition  de  passer  par  la  courbe  donnée  tieni  lieu  de 
cinq  points.  Si  maintenant  on  cherche  l'intersection  des 
deux  surfaces,  on  trouve  pour  deuxième  courbe 

X  =  o,     y  =  o. 

Mais  cette  courbe  doit  être  identique  à  la  première,  donc 
X  et  ^  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  numérique,  donc 
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Oe^^i  donne  pour  équation  de  la  surface  langente 

mais  elle  doit  contenir  le  point  [x\j\  z'),  d*où 


et 


f 


en  ayant  égard  a  la  relation  (i).  On  a  donc  pour  Téqua* 
lion  demandée 

11  reste  à  faire  voir  que  cette  équation  représente  breii 
la  surface  d'un  cône.  Pour  cela  on  peut  chercher  les  coor- 
données du  centre  et  remarquer  que  ces  coordonnées  vé- 
rifient r équation  de  la  surface.  On  peut  dire  encore  :  si 
on  joint  le  point  {x\  jr\  z^j  à  un  point  D  pris  sur  la 
courbe  de  séparation,  cette  droite  aura  trois  points  com- 
muns avec  la  surface  trouvée,  le  point  D  étant  un  point 
double  ou  un  point  de  contact  de  cette  droite  avec  la  sur- 
face. Donc  cette  droite  est  tout  entière  dans  la  surface ;^ 
c'est  donc  une  surface  conique. 

Si  on  suppose  que  les  rayons  de  lumière,  au  lieu  de 
partir  d*un  point  fixe,  soient  parallèles  à  une  direction 
donnée  par  les  angles  a,  6,  y,  la  même  équation  donnera 
le  résultat.  Pour  cela,  appelons  /  la  distance  du  point  à 
l'origine,  nous  aurons 

.r'  =  /cosa,     ^'=/cos6,     z'  =  /cos7. 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  aux  coordonnées,  on  fera 
Z  =  oo  ,  puis  on  divisera  le  tout  par  /'.  Si  donc  nous 
appelons  y  (a)  le  groupe  des  termes  du  deuxième  degré, 
après  y  avoir  remplacé  .r',  y\  z'  par  les  trois  cosinus,  et 
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par  ^  (a)  celle  du  plan  polaire  après  les  mêmes  substitu- 
tions et  abstraction  faite  du  terme  indépendant,  nous 
aurons  pour  équation  de  la  surface  cylindrique  demandée 

Exemples.  Considérons  les  surfaces  du  second  degré 
rapportées  à  leurs  plans  principaux 

Ax''  -f-  A'/'  H-  A"  z«±  I  =  o, 

Féquation  de  la  surface  du  cône  sera 

(A:c»-h  Ay  -*-  A"2>±  i)  (A^;  H-  A'/,*  -f-  A" z^  ±  i) 
=  (Axa/  -+-  A'//  H-  A''zz'±  i)% 

et  celle  de  la  surface  cylindrique  tangente  sera 

{ Ax«  -h  A'/»  +  A"  z> ±:  i)  (  A  ces' a  -f-  A'  ces*  6  -+-  A"  ces 7) 
=  ( Ao: cos a  +  A'/  ces 6  +  A"  «  ces  7  )'. 


QUESTIONS  DEXANEN  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE).  (Suite.) 

(Voir  p.  814). 


2.  Trouifer  les  conditions  qui  doii^ent  être  remplies 
par  les  coefficients  de  Véquation  générale  du  second 
degré  à  trois  variables 

Îax^  4-  a'y^  -+■  a"z*  -H  2  byz  4-  2  b'xz  +  2  ^"xj 
4-  2 ex  4-  2  c/j  4-  2c''«  -h  dz=  Oy 

pour  que  cette  équation  représente  le  système  de  deux 
plans  parallèles. 

On  sait  que  dans  ce  cas  les  trois  équations  dérivées 
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/  (a)  =  o,  /'  { j)  =  o,  f  {z)  =  o,  doivent  représen- 
ter trois  plîinâ  qui  coïDcideut.  En  exprimanl  que  les 
Gûcffieients  de  dillereBts  termes  de  ces  équations  sont 
proportionnels,  on  trouve j  par  un  calcul  très-simple,  les 
cinq  conditions  suivantes  : 

,  ,        yv*     ,    hb"     ,,    bb'     ,,    bc     ^    bc 

(a)   à^— .  «^^.  ''=w  *"'=¥-'  ^^r 

3,   Lorsque   rêguaiion    génêralG    eiu    second  degré 
représente  deux  plans  paral(éiesj  la  Jonciion 

a^-'  +  a'/'  +  û''s'  H-  2  bfz  +  %  b'xz  H-  n  h''^y\ 

formée  des  termes  du  second  degré  j,  est  ^  à  nn  facteur 
pœsj  le  carré  du  polynôme  2cx -h  ac^y  H- ac'^z  ifui 
contient  tous  les  termi^s  du  premier  degré  de  cette 
équation. 

Il  en  doit  être  ainsi  ^  car  deux  plans  parallèles  pouvai^L 
toujours  être  représentés  par 

Ax+B^  +  Cz  4-D  =  o      et      Aj;  4- B/- -h  C«  +  D'=  o, 

réquation  (i)  aura  nécessairement  la  forme 

(Ax  +  Bj  4-Cz  +  D)  (Aar  +  Bj-4-Cz-hD')=  o, 
ou 

(  A.r -h  Bj-f- Cz)»  4- (D -4- D')  (  Ajc -|-B^4- C«}  nh  Diyr=o. 

On  peut  aussi  conclure  cette  remarque  des  relations  (2) 
et  trouver  les  équations  de  chacun  des  detlx  plans. 

En  effet ,  si  Ton  remplace  a  ,  a',  a"  par  leurs  valeurs 

b'  b"     bb'     bb'  ,     . 

— r-  »  -TT  ?  -777  dans  la  ionction 
b  b'       b 

«.r»  -+-  nV'  -H  a^z"  -f-  2  byz  +  2  b'xz  -f-  a^".r/, 
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elle  devient 


**'*"(?  ^- F  ^  F')- 


Et,  en  substituant  à  ç"  et  cMes  expressions  ^,    p-, 
on  a 

arx  H-  2c>  +  2c"«  =  2*c  f  |  -+- 1^  -+-  -^  j . 

Donc, 

ax^  +  a>»  H-  fl'V  4-  2  6';»«  -h  2  t'^jcj 

A'  A" 
=  (2Ca:-h2C>H-2c"z)»X  T^- 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
En,  posant 

2  ca:  -h  2  c'j  4-  2  c"z  =  X , 

Féquation  (i)  se  réduit  à 


ce  qui  revient  a 


P^.X'4-XH-«.  =  o. 


4c' 


puisque 

6'6" 


-^=«. 


De  cette  dernière  équation  on  tire 


a  a 


D'où 


-  X  H-  2  c  =  ±:  2  v^c'  —  /irf. 
c 
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Maïs 

a„       a  .  ,  „   -  a «^  2 ai^* 

-  X  ^  -  (a c;c  H-  a c' r-h  a c'^z)  =;  a a.r  + y  H s. 

e  c  ^  ^  '  e.  € 

D'ailleurs^  ou  a  [diaprés  les  relations  (a)] , 

^^aô", ^aè'; 

il  en  résulte 

et 

-X-h  ac^atf^  H-2èV+  2^'»  -h  2c  =  f'  [x). 

Par  conséquent,  les  équations  des  deux  plans  parallèles 
sont 

Si 

e'  —  ad  ^^  o  j 

ces  deux  plans  se  réduisent  à  un  seul,  et  lorsqu'on  a 

c*  —  ad<^Oy 

ils  deviennent  imaginaires. 

4.  Déterminer  les  conditions  nécessaires  pour  que 
r équation  générale  du  second  degré  à  trois  ^variables 
représente  une  surface  de  résolution,  rapportée  à  des 
coordonnées  rectangulaires.  , 

Soient 
(i)  /{x,y,z)—o 

l'équation  de  la  surface  considérée ,  et 

(a)  (a:~.ar')»4-(/-y)'  +  (z  — z')»— r^=o, 
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celle  d'une  sphère  ayant  pour  centre  un  point  (x\  y\  ^') 
de  l'axe  de  révolution.  En  disposant  convenablement  du 
rayon  et  du  centre  de  la  sphère ,  Tintersection  des  sur- 
faces (i)  et  (2)  sera  formée  de  deux  circonférences  réelles^ 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolu- 
tion, et  dont  les  centres  appartiendront  à  cette  droite. 

Toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  contiendront 
ces  deux  circonférences ,  seront  représentées  par  l'équa- 
tion 

(3)/(a;,r,^)-+-M(^-^r+(r-r')'-H(»-^?-'"]  =  o, 

dans  laquelle  X  est  un  coefficient  arbitraire. 

Or,  le  système  des  deux  plans  parallèles  où  se  trouvent 
les  deux  circonférences  est  une  surface  du  second  degré 
qui  contient  ces  deux  courbes  ;  donc  il  doit  être  pos- 
sible d'attribuer  à  i ,  x',  y\  z'  des  valeurs  telles ,  que 
l'équation  (3)  représente  le  système  de  deux  plans  pa- 
rallèles^ il  faut,  par  conséquent,  qu'il  existe  pour 
X,  x^y^  z'  des  valeurs  qui  rendent  identiques  les  équa- 
tions dérivées  de  l'équation 

En  remplaçant  /{x^jy  ^)  par 

ax^  -f-  a'y^  -h  «"z'  -h  2  è/z  H-  2  b'xz  H-  2 b'^xy 

H-  2,CX  +  2Cy  -H  2C"«  +  rf, 

les  équations  dérivées  de  (3)  deviennent 

(4)  rf^+  b'y-\'b'z'^c-^\{x'-x')=io  , 

(5)  3"x  +  fl>^-^z^-c'^->(7-~/)  =  o, 

(6)  b*x  ^by^a"Z'+-c"^\{z--z')=:o. 

Pour  qu'elles  admettent  les    mêmes  solutions,  il   faut 


qu  on  au 

(7) 
(8) 

(9) 
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g   -I-  >  _        t''         _h' 


Les  relations  (7)  et  (8)  doDaent 


Ainsi ,  les  coeffidenis  de  Téquaiioii  générale  dti  second 
degré  devront  satisfaire  aux  deux  conditions 

pour  que  cette  équation  représente  une  surface  de  révo- 
lution. 

Quand  ces  deux  conditions  seront  remplies,  en  pre- 
nant pour  la  valeur  de  X  ï'une  quelconque  déd  trôî^  dif- 
férences 

b'b"  bb"         .      bb' 


a,      -7-r  ^^  ,     ^  -^« 


b  '      b'         '     b 

les  équations  (7)  et  (8)  seront  vérifiées.  Quàctit  âûi 
équations  (9),  qui  contiennent  les  trois  inconnu^ 
x'^  y\  z\  elles  admettent  une  infinité  de  solutions  diffé- 
rentes. On  en  déduit,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur, 

,_  b"  bc  ^  b"c"  ,_  b"   ,      b'c'—  b"c" 

^'^T^'^  b'b"-éib    ^^    ^-V^'^bb-^a'b'' 
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Ce  qui  montre  que  le  point  {a/^  y' y  z)  appartient  à  la 
fois  aux  deux  plans 

b"         bcb"c"  b"  b'c'--b"c" 

"^  ===  T '  "^  VW'-^aV       -^  =  y^  ^  bb"-  a'b'' 

L'axe  de  révolution  est  ainsi  déterminé ,  et  il  est  facile  de 
reconnaître  que  cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan 
que  chacune  des  équations  (4) ,  (5),  (6)  représente. 

G. 


SOLUTION  DE  LA  (HIESTION  279 

(voir  t.  X[I,p    327)  ; 

Par  m.  FAURE. 


ABC  est  un  triangle  donsé^  un  point  fixe  dans  le 
plan  du  triangle,  une  droite  variable  Aï)  passe  par  le 
point  A  et  rencontre  le  côté  BC  en  D,  point  variable. 
Construisons  une  conique  ayant  pour  foyer  F,  et  touchant 
les  trois  côtés  du  triangle  ABD.  Soit  E  le  point  de  con- 
tact'sur  AP,  construisons  une  autre  conique  touchant  les 
trois  côtés  du  triangle  ACD,  soit  E'  le  point  de  contact 
surÀD,  l'angle' EFE'  eât  constant. 

Je  suppose  que  la  première  conique  soit  une  ellipse,  la 
seconde  sera  une  hyperbole  en  général.  Soient  G  le  point 
où  l'ellipse  touche  le  côté  BC,  G^  le  pokii  où  l'hyperbole 
touche  le  même  côté.  Je  joins  le  point  F  aux  points  A,  B, 
C,  D,  G,  G',  E,  E'.  Le&  angles  BFG,  G'  FC  sont  égaux, 
puisque  chacun  d'eux  est  égal  à  l'angle  AFD,  sous  lequel  la 
ligne  AD,  interceptée  entre  Jes-deux  tangentes  fixes  AB,  BC 
ou  AC  et  BC,  est  vue  du  foyer  F.  Ajoutons  à  chacun  de  ces 
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angles  égain  l'angle  GFCj  j'^m  GFG^  i=i:  BPC.  iToù 
Ton  voit  que  l'angle  GFG'  a  une  valéiii^  c^ttartaittë.  Or 
DF  étant  bissectrice  de  l'angle  GFE  et  de  Fapgle  C^FE' 
(G''  éUnt  un  point  pris  sur  le  prolongement  de  FG<),  j'ai 

DFG  =  DFE,     DFG*'  =  DFE', 
d'où  :. 

DFG"  —  DFG  =  DFE'  —  DFE    ou    GFG''  =  JSFJB^: 

mais  GFG'' est  égal  à  i8o«  — GFG'==  iBo^  —  BFC,  c'est- 
à-dire  a  une  valeur  constante  ]  il  en  est  donc  de  même  de 
EFE',  et  Ton  voit  de  plus  qu'elle  est  la  valeur  de  cette 
constante. 

La  démonstration  serait  analogue  pour  toute  autre  po- 
sition du  point  F. 


SMIITIM  DE  U  QVESTieil  %ii  (CATALAN) 

(TOtrt.  XI,  p.  «m);  " 

Par  m.  FAURE. 


(TOtrt.Xl,p.Mi);  '  '      ^'    ''!' 


Si  Ton  considère  une  suite  de  valeurs j^„,  jr^^^  >  •  •  •  O^i  ?  /o 
que  prend  une  certaine  fonction  de  x,  lorsque  la  variable 
reçoit  une  série  de  valeurs  x„,  a:»^!, . . . ,  Xi,  Xo^  on  trouve 
pour  la  /i*^"**  différence  dey„  l'expression 

La  considération  de  cette  série  donne  immédiatement 
la  solution  de  la  question  262.  Ainsi  si  l'on  pose 

:        ^^"--  1.2.3.  ..«.  ' 
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on  aura 


(-/»)-= -7C,.  +  ^^f^c., ±c,,.„ 


n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  p  une  quantité  quel- 
conque. 

Soit  en  effet 

'^  1.2.3...//. 

une  fonction   de  x.    Si  Ton    donne   à  x    les    valeurs 
o,  I,  2,. . .,  n,  on  obtient  successivement 

donc 

à*Cnp,n=  O  —  Y  Cp„H — C,p,„.  .  .  ±Cnp,n; 

d'ailleurs  la  différence  n'^"^  de  C„p,„  est  évidemment 
(  —  ;?)„ 5  donc,  etc. 


Ê€eLI  POLYTECHNIQUE.  CONCOURS  D'ADHISSION  EN  18S8 

(  voir  t.  XVI,  p  iif  ). 


Composition  mathématique. 

x,y^  z  désignant  des  coordonnées  rectangulaires  et  m 
un  paramètre  variable,  on  demande  de  déterminer  les  di- 
verses surfaces  que  peut  représenter  l'équation 

JT»  ^-  (2m«  H-  \)(f  +  z»)  —  2  [xx-^-xz-Jf-Xt) 
=  2  /w*  —  3  /w  4-  I , 

lorsque  le  paramètre  m  varie  de  —  oo  à  +  oo  . 
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Calcul  trigonométrique. 
Triangle  sphériqtte  : 

a  =  35  2^  26^7, 
6  =  90.39.54,3, 
0  =  86.18.43,8. 

Épure  de  géométrie  descriptwe. 

Un  tronc  de  c6ne  droit  à  bases  parallèles  est  poaé  anr 
le  plan  horizontal  par  sa  grande  base  qui  est  un  cercle  de 
5  centimètres  de  rayon  \  la  hauteur  du  tronc  est  de  10  cen- 
timètres et  la  petite  base  a  2  centimètres  de  rayon.  Ce 
tronc  de  cône  est  surmonté  d'un  cylindre  droit  ayant 
même  axe  que  le  tronc ,  un  rayon  de  5  centimètres  et 
2  centimètres  de  hauteiir. 

Dans  un  plan,  passant  par  Taxe  conunun  des  corps  ci- 
dessus  et  faisant  un  angle  de  45  degrés  avec  le  plan  ver- 
tical, on  prend  un  point  S  distant  de  cet  axe  de  12  centi- 
mètres et  de  20  centimètres  du  plan  horizontal. 

Cela  posé,  on  propose  de  consiruire  les  projections  de 
Tintersection  du  tronc  de  cône  avec  un  cône  oblique , 
ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base  la  base  infé- 
rieure du  cylindre  qui  surmonte  le  cône  tronqué. 

On  veut  aussi  connaître  :  1°  la  tangente  en  un  point 
quelconque  5  2**  la  tangente  en  un  point  situé  dans  un 
plan  tangent,  mené  au  tronc  de  cône  par  le  sommet  du 
cône  oblique  \  3°  la  tangente  en  un  des  points  pour  les- 
quels elle  a  une  direction  horizontale. 

Nota,  L'épure  portera  une  légende  explicative. 

Lai^is  à  l'encre  de  Chine, 
Faire  le  lavis ,  à  l'encre  de  Chine,  d'une  surface  eylin- 
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drîquede  lo  centimètres  de  diamètre  sur  i5  centimètres 
de  hauteur.  Ce  cylindre  devra  se  dëtaclker  sur  un  fimd 
formé  d'une  teinte  plate  grise  ;  il  reposera  sur  uln  socle 
dont  là  surface  plane  sera  indiquée  par  une  teinte  plate 
d'une  très-faible  intensité. 

Le  modèle  de  cette  surface  cylindrique  pourra  è^re  &ài 
à  teintes  fondues  ou  adoucies,  ou  bien  à  teintes  plates su^ 
perposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projections 
horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  4^  degrés 
sur  la  ligAe  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura 
24  centimètres  de  hauteur  sur  18  centimètres  de  lar- 
geur. 

Composition  française . 
L'amour  de  la  patrie. 


QVESTTONS  D'EXAMEN  (ÉCOLE  NAVALE). 


1.  Considérez  sur  une  circonférence  {*]  m  points 
Ao,  Al,  Aj, . . . ,  A««i,  dii^isant  cette  courbe  en  wl  parties 
quelconques^  et  supposez  qu^à  partir  de  l'un  d'eux,  de 
Ao  p^r  exemple,  on  conduise  consécuiii^cment  des  cordes 
qui  unissent  ces  points  de  n  enn\  de  sorte  que  la  pre- 
mière de  ces  droites  soit  menée  de  A»  «m  point  A„-,  la 
seconde,  de  A„  au  point  At„,  et  ainsi  de  suite^  chacune 
d'elles  sous-tendant  n  des  parties  en  lesquelles  la  cir- 
conférence est  divisée  :  pour  que  l'on  passe  ainsi  par 
tous  les  points  de;divisionj  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 


(*)  Et  plus  généralement  sur  une  courbe  fermée. 
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nombres  m  et  n  soient  premiers  entre  euXé  C^est  ce 
qu'on  propose  de  démontrer. 

Quels  que  soient  les  deux  nombres  entiers  m  et  n,  la 
construction  indiquée  ramènera  au  point  de  départ  At« 
En  effet,  désignons  par  m'  et  n'  les  quotients  obtenus  en 
divisant  m  et  n  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
on  aura 

puisque  chacun  des  produits  nm'^  mn'  représente  le  plus 
petit  multiple  de  m  et  de  n.  Or,  réalité  nm'z^mn' 
montre  que  si  Ton  conduit  consécutivement  m'  cordes 
soûs'tendant  chacune  n  des  divisions  de  la  circonfé- 
rence^ la  somme  de  tous  les  arcs  qu'elles  sous-tendent  est 
égale  à  un  nombre  entier  n'  de  circonférences  ;  par  consé- 
quent, la  dernière  aboutira  au  point  d'où  on  est  parti. 

Si,  généralement,  on  nomme  x  le  nombre  des  cordes 
à  mener  pour  revenir  au  point  de  départ,  et  y  le  nombre 
entier  de  circonférences  dont  se  compose  la  somme  des 
arcs  sous-tendus  par  ces  cordes,  on  aura  nx  =  my^  d'où 

X m  m' 

jr~~  n'^  n' 

Les  nombres  m',  ^' étant  premiers  entre  eux,  x  et  y 
seront  des  équî multiples  de  ces  nombres,  donc  le  mini- 
mum, de  X  est  m'. 

De  là  nous  concluons  qu'en  menant  à  partir  du  point 
Ao  un  nombre  de  cordes  égal  à  m',  on  revient  à  ce  point, 
sans  passer  plus  d'une  fois  par  l'un  quelconque  des  autres 
Al,  Aj,  elc.  Il  en  résulte  que  ces  cordes  unissent  entre 
eux  m' points  distincts.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  lors- 
qu'on est  revenu  au  point  de  départ  A^,  la  construction 
indiquée  ne  peut  donner  aucune  corde  nouvelle,  donc  le 
nombre  de  points  par  lesquels  on  passe  en  suivant  celle 
construction  est  précisément  m'. 
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ï^oUr  que  m  =  w,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  m  et  /i  soit  l^unité,  c'est-à-dire  que 
les  deux  nombres  m  ein  soient  premiers  entre  eux.  C'est 
ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Note,  La  question  que  nous  venons  de  traiter  est  au 
nombre  de  celles  qui  ont  été  jadis  plusieurs  fois  proposées 
dans  les  examens  d'admission  à  l'École  Polytechnique, 
afin  de  bien  apprécier  la  spontanéité  des  candidats  [voir 
t.  VIII,  p.  68). 

2.  On  a  les  groupes 

3,  5; 

i3,    i5,    17,   19; 
et  ainsi  de  suite  : 

Prouv^er  que  ta  somme  des  nombres  contenus  dans 
chacun  d'eux  est  un  cube  (  *  ) . 

Le  nombre  des  termes  contenus  dans  les  n  premiers 

n{n  -I-  i)     -,  , 

groupes  est  -^ ' — '—  Lt,    comme  ces  termes    sont  les 

nombres  impairs  consécutifs  i,  3,  5,  etc.,  leur  somme  a 

pour  valeur  j -•  On  a,  de  même,  en  addition* 

nant    tous  les   termes   des   (n-t-i)  premiers  groupes, 

(;?-+- i)»(/i-4.a)'    r\        1  j  l 

7 —  Donc  la  somme  des  nombres  contenus 

4 
dans  le  (n-h  i)'^"*'  est 

{n  -f-  !)*(''■+-  2)'  — /î»  (n  -f-  ty 


[*)  Cet  énoncé  m'a  été  communiqué  par  un  candidat  à  TËcole  Navale; 
je  n'y  change  rien. 
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ou 

expression  qui  se  réduit  évidemm^t  è  (n-fi-  «)'. 


SHimeii  m  u  msrm  m  (nut;iviTR| 

(TOtrt.tlII^p.  Ifl); 

Pae  uw  anonyme^" 

Si  !*oii  dÎ¥Îse  d'une  manière  quelconque  uti  polyèdre 
homogène  en  tétraèdres  et  si  Ton  suppose  la  masse  et 
chaque  tétraèdre  réunie  au  centre  de  la  splière  circon- 
scrite à  ce  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de 
points  matériels  est  toujours  le  même. 

J'appelle  Aj ,  A»  ,  Agj ,  -  .  j  A„  les  sommets  du  polyèdre, 
(rt,,  il,  c,},  (as,  6|,  Ci)j  (^1,  isj  es),.  - .  j  (a^,  6^,  c„)  les 
CQor40anée$  4e  ce»  poitiU  relatif  eme»t  à  troifi  asoB  rec- 
tangulaires issus  d'un  poinl  arbitraire  O.  Je  divise  la 
surface  du  polyèdre  en  triangles  et  je  joins  leurs  sommets 
à  un  point  quelconque  M  de  l'espace,  j'aurai  ainsi  unie 
des  décompositions  exigées  par  la  question.  Considérant 
en  particulier  la  pyramide  triangulaire  MAi  Aji  As,  dont 
le  sommet  M  a  pour  coordonnées  ar,  y,  -«,  on  a  les  trois 
équations 

(«.  -  .r)  a  -+-  (è.  -  /  )^  +  (c.  -  2)  y  =  ^  (OAÎ  -  OM»), 
(€/,  -  ^)  a  +  ( ^a~  7 )  p  +  (c, -  z)  7  =  ^  ( OAÎ  —  OM»), 
(«3  -  .r)a  -I-  [b,-  j)  p  -^(C3  -  3)  7  =  ^  (0A5  ~  OM^), 
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pour  exprimer  que  le  point  a,  |3,  y  est  le  centre  de  là 
sphère  circonscrite  a«i  tlélraèdre  dont  il  s'agît,  nésolvant 
«ces  équations,  on  en  tire  pour  a,  par  exemple,  une  valeur 


N 
a  = 

dans  laquelle 


d' 


D  =  2.dét.  <  «2  — a:,      bi  —  y^      <?» — «j» 
(«3— jTj     *3  — r,     «^3— «) 

oa;  — 0M%    ^»3— r,    <^3— «) 

Oi*  là  quantité  D  est  proportionnelle  à  la  inàssé  Àû  té- 
tlraëdire,  donc  N  sera  à  un  factëUr  constant  ptês  le  itto- 
melit  du  pditit  matériel  cônsidéi^é  relativement  au  plan 
des  yz.    Agissant  de   la  ïiièiiie  manièt^    pour  ckaqtiè 

tétraèdre,  nous  aurons  une  somme  de  moments  ^N,qui, 

divisée  par  le  voliune  Y  dit  polyèdre,  donnera  Tabscisse 
du  centre  de  gravité  de  tous  nos  points.  Il  est  manifeste 

que  la  somme  ^^  est  constante;  car 

«3— -a:,       ^3  —  7»      i^a  — «) 

et  céUé  expression  se  réduit  à 

Itfi,     ^.,    t.  j 
au     K     Ci  >, 
«3,         ^3,         ^3    ' 

en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  au  point  M.  Mais  eh 

23. 
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hième  temps  il  faut  que  la  $pmme  VN  se  r^uîse  à 


OAJ,     *„    cA 

^4» 


2N==2dét.  oa;,   b,, 

t;'est-à-dik*e  à  une  quantité  cons|ante. 

THÉ«RfiMR  GÊOPÉTIMWB  M  HiUlAT. 


Soit  ABCD  un  rectangle^  ou  AB  =  BC  ^â;  E  est  un 
point  quelconque  4^  la  demi'Circqn/ér^r^ei^çf^tp^j^ufrJiB 
comnœ  di^m^trejJPet  Qpoin^  r^^pfçpiièemffn^étMferr 
section  des  droites  %D^  EÇ  aueq  leu4ifffn^re  A^'^  f^J^ 

la  relation  ÂG''i^'EF=ÂB\*). 


m  PROPRIÉTÉ  DES  NORMALES  DE  L ELLIPSE; 

D'après  M.  Otto  BÔKLEN,  de  Sulz  (Wurtbmberg). 


Soit  O  le  centre  d'une  ellipse;  OA  =  a  =  demi  grand 
axe;  OB  =  6  =i  demi  petit  axe;  par  un  point  quelconque 
M  de  l'ellipse,  on  mène  une  normale  rencontrant  le  grand 
axe  en  P  et  le  petit  axe  en  Q;  par  ce  point  Q,  on  mène 
une  droite  QL  telle,  que  Ton  ait 


tang  OQL  _  à 
tang  OQP  ""  ï  ' 


{*)  On  n'insérera  pas  de  démonstration. 
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L  étant  situé  sur  le  grand  axe,  on  a 


Cette  propriété  sert  à  résoudre  ces  trois  problèmes  : 
i^  inscrire  dans  un  angle  droit  une  droite  de  longueur 
donnée  et  passant  par  un  point  fixe;  2°  mener  une  nor- 
male à  l'ellipse  ]  3°  trjsecter  un  angle.  Inutile  d'avertir 
des  géomètres  qu'il  ne  peut  s'agir  dé  conistructions  géo- 
métriques, 

La  connexion  entre  le  problème  III  et  le  problème  I 
s'établit  ainsi  :  soit  le  secteur  circulaire  GHE,  H  le  centre 
et  GE  l'arc  qu'il  faut  trisecter;  prolongeons  le  rayon  EH 
jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  de  nouveau  la  circonférence  en 
K;  menons  le  diamètre  MHN,  qui  bissecte  l'angle  GHK; 
menons  par  K  une  corde  KO  qui  coupe  le  diamètre  bis- 
sçcteur  MN  en  un  point  a  tel,  que  l'on  ail 

0«  =  0H; 

alors 

arc  GO  =  i  arc  GE. 

ô 

Or  langle  MON  est  droit;  les  angles  NOK,  MOK  sont 
connus,  ainsi  que  la  droite  Oa  égale  au  rayon  HE,  et 
MN  =  20a;  cela  revient  donc  à  mener  par  un  point 
donné  dans  un  angle  droit  une  droite  égale  au  double  de 
la  distance  du  point  au  sommet  de  l'angle  droit,  ce  qui 
s'obtient  par  le  problème  I. 

Le  problème  I  se  résout  géométriquement  lorsque  le 
point  est  situé  sur  une  bissectrice  de  Tangle  droit,  et  dans 
ce  cas  les  deux  autres  problèmes  sont  aussi  susceptibles 
d'une  solution  géométrique,  c'csl-à-dire  on  peut  géomé* 
triquemcnt  trouver  le  tiers  d'un  angle  droit,  et  mener 
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une  normale  à  rellipscr  par  un  poml  situé  sur  les  diamè- 
tres conjugués  égaux  de  Tellipse. 


QIIESTIOKS. 


446.  Joignons  par  une  droite  les  centreâ  des  cercles 
itiacrit  et  circonscrit  à  un  iriangte^  cette  droite  rencontre 
le  cercle  inscrit  eu  deux  points^  soient  s  et  s' les  pms- 
sances  de  ces  points  relativement  au  cercle  circonscrit^ 
r  Iç  rayon  cju  cercle  inscrit ,  R  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit, qn  a  la  rela^on 

f/  =  H(4RH-  r). 

Note.  La  puissance  d^un  point  par  rapport  à  un  cerclç 
est  le  produit  des  segments  de  la  sécante  ou  de  la  corde 
menée  parce  point ^  cxpiiçsfiion  introduite  par  Steincr,  le 
célèbre  géomèirçj  Euçlide  rao<lernc  de  T Allemagne  (  *) , 

447.  Soient 


2 


^2  =  (/?■+-  s/Pa-f-^X,)^ 

I 

/  /-n — ni  .  Ml-  va 

T3  =  (/?  +  V/^2+   qXt)    y. 

I 

-T 


{*)  La  Prusse  possèdçi  de  grands  géomètres  ()u'e[lle  réi^unère  petitçineni. 
Jacobi  voulait  échanger  Berlin  contre  Vienne  ;  Dirichlet  a  fait  cet  échange 
oootre  Gdrtfeingue,  et  Steiner  contre  la  Suisse,  son  pays  natal. 
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p  et  q  sont  supérieurs  à  zéro  ;  démontrer  que  : 

i*'.  Les  termes  Xt^  x^^  afg,. . .,  a:„  vont  en  croisfiani; 
2°.  x^  -h  x^__^  —  ap  est  une  quantité  positive  ; 


-2 


3°.   XiXiXi...Xn^i  n'est  pas  inférieure  à  ~=(2/^  *  ; 

^"— <i±-.(^)Hf;f- 

44&  Soient  il  et  B  les^extrémités  du  grand  axe  %a&vme 
etlip6«!,  C'  le  celitre  *,  O  un  poidt  fixe  dans  le  pfttn  de  11^- 
lipse,  et  OC  =  d'^  inscrivons  dans  VelKfpse  un  polygerfi0 
de  a  71  côtés,  projection  d'un  polygone  régulier  inscrit4ans 
le  cercle  dont  Tell^pse  est  la  projection  orthogonale  ;  A  et 
B  étant  deux  sommets  opposés,  menons  dti  point  Û  des 
rayons  successifs  /'i,  Tj,  Ta,. . .  rj„,  et  par  le  centre  des 
demi-diamètres  Ri,  Rj, . . . ,  Rt„  respectivemen|;  parallèles 
à  ces  rayons,  on  a  les  deux  reUtioQs 

Il  .n  .ji .  ^^-'  -- ^ f, .  ^y, 

Ri     R3    Rs    Rjff^t  \         a) 

Bl2     R4     Re      Rj;^  \         a) 

le  signe  st^^ietti*  lorisquelépôîM  Oe^rt'  daftts-  rintérictfr, 
et  teigne" Al4iérietll^  IbrsqtKS'te  piefint  e«fl  e^tt^rienr. 

449".  Soit  Téquatîon 

a^  -H  4^  "^  ^^  "^  4*^  +  e  =^Oj 

Hv^i^  ^y  ^tr  ^¥  ^  somme  des  puissances  o,  i ^  3,3,4}  ^^s^ 

l^acinesayjâ^y,  J^ 

Si  Ton  a  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  relations! 

<?«?'—  /|  W-f-  3c^  =^  Q, 


(  3^  ) 

^»9   flf^f 


^2,    *j,   Si 


=  «f 


(MiCHAEL    StBEBOR.) 

450*  Une  dfoîle  est  donnée  par  ses  deux  projections 
qui  sp  renconirent  en  un  même  point  de  la  iïgue  de  lerre; 
mener  par  la  droite  nn  plan  tel,  que  ses  deux  traces,  étant 
relevées,  forment  un  angle  bîsseeté  par  la  droite  donnée. 
{Solution  graphique.) 

4ai ,  Une  hyperbole  équilatère  homofocale  à  une  el- 
lipse intercepte  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  circonscrit 
n  !  *el  1  î  pse  d  eux  cord  es  égal  es .  { M  am  îi^  h  eim  *  ) 


NOTES  SUR  DIVERS  SUJETS. 


Plusieurs  questions  m'ont  été  adressées  par  des  abon- 
nés aux  Nou\^elles  Annales,  Les  unes  appartiennent  en- 
tièrement aux  mathématiques  élémentaires  ;  les  autres  se 
rapportent  à  des  considérations  d'uii  ordre  difféi:eDit,  elles 
sont  relatives  aux  modifications  apportées  par  le  Pro- 
gramme officiel  dans  l'enseignement  scientifique  des 
lycées.  Je  réponds  d'abord  aux  premières  : 

I .  Déterminer  les  angles  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  des  multiples  du  rayon  du  cercle  inscrit j  et  faire 
voir  que  si  Von  prend  pour  unité  le  rayon  de  ce  cercle^ 
la  surface  du  triangle  est  exprimée  par  un  nombre  en- 
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lier  dont  le  cube  est  égal  à  la  somme  des  cubes  des  trois 
nombres  qui  représentent  les  côtés  du  triangle. 

Soient  r  le  rayon  du  cercle  inscrit*,  a,  i,  c,  les  côtés  ^  * 
p^  le  demi-périmètre  5  5,  la  surface  \  x^j^  z,  les  rapports 
des  côtés  a,  b^  c  au  rayon  r:  on  aura 


fl  =  rr,      h=zry,     c  =  rZy     p  ^  ^  r{x -\-  y  -^  z)\ 


d'où 


/7~c=:ir(j:-f- jr-  z). 
Mais,  d'après  une  formule  connue, 

donc 

équation  qui  revient  à 

Les  côtés  a,  6,  c  étant ,  par  hypothèse,  des  multiples 
du  rayon  r,  les  rapports  x^y^  z^  de  ces  côtés  au  rayon, 
sont  nécessairement  des  nombres  entiers^  et,  par  consé- 
quent, les  expressions 

représentent  aussi  des  nombres  entiers,  qui  doivent  être 
positifs,  parce  que  les  valeurs  des  différences  p — a, 
p  —  6,  p — c  sont,  comme  on  sait,  des  quantités  positives. 


(  3«i  ) 

De  plus^  il  est  facile  île  reconnaître  que  chactin  des 
quatre  nomlsrc? 

est  exactement  dîvisrbte  par  a, 

En  efïet,  régalîté  (i)  montre  que  le  produit  des  trois 
premiers  est  un  multiple  de  4?  d^aillieurs  en  adtlitîonnatit 
deu%  à  deux  ces  trois  nombres,  on  obtient  pour  somme» 
'iZf  aar,  ay,  il  faut  donc  que  chacun  d'eux  soit  pair*  Il 
en  est  de  même  du  quatrième  {x  -h  y  -h  ^}i  car  il  est 
^al  à  la  somme  des  trois  premiers. 

Cela  établi ,  posons 

(a)  j-f-«— «  =  aX, 

(3)  z  H-a?  — J3S2T, 

(4)  a?  +  j— «=aZ;, 

il  en  résulte     • 

et  par  suite  Téquation  (i)  se  réduit  à 

(5)  XYZ=:X  +  T4-Z. 

On  voit  ainsi  que  la  détermination  des  rapports  x,  j^,  z 
dépend  de  la  résolution  de  ce  problème  : 

Trouvent  trois  nombres^  entiers  et  positifs^  X,  Y,  Z, 
dont  la  somme  égale  le  produit. 

Il  est  clair  que  les  nombres  cherchés  X,  Y,  Z  ne  peur 
vent  être  égaux  entre  eux,  ci^r  leur  égalité  donnerait 

X^=3X,     ou    X=:\^. 

Soit  X  le  plus  grand  de  ces  trois  nombres ^  on  aurs^ 

X4-Y  +  Z<3.X; 

puis,  en  ayant  égard  à  l'éi^uation  (5  ) , 
XYZ<3.X,     YZ<3 
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De  cette  dernière  inégalité  il  faut  conclure  YZ  =  a,  ou 
YZ  ==  I ,  puisque  Y  et  Z^  som  de»  nombres  entiers  et  po- 
sitifs. 

Mais  l'équation  YZ  =  i  n  admet  pour  solution,  entière 
et  posîtîre,  que  Y  =;:  i,  Z  =  i .  Et  cette  sotntfon  ne  peut 
eonreiiir,  patiroe  qu'elle  conduit  a  X  :^  X-f-  !X'.  Dbnc 
YZ  =  2,  ce  qui  exige  que  l'un  dtes  deux  nombres  T,  Z, 
pmr  exempteiY,  ^it  éga)  k  2,  et  Fautre  Z,  égaf  à  Funlté. 
La  valeur  eorr espond^ante  de  X,  cAéterminée  par  l'équa- 
tion (5),  est  évidemment  le  nombre  3. 

En  remplaçant  ^,  Y,  Z  par  3,  2,  i,  les  écpiations  (2), 
(3),  (4)  deviennent 

3  +  ar  —  ^==4, 
^-+-7  —  a  =2, 

fst  en-  adii^tioRiiam'  d^ux'  à-deax  ces  deniière»,  on  trouve; 

z=;Si,  jr=;=4ji  «^=^3^^ 

d'où 

Ces  valeurs  de  a,  6,  c,  donnant  c*  =  A*  -f-  a*,  Tangle  C, 
opposé  au  coté  c,  eat  droit.  On  a, 

b      i        ,  a      ^ 

smB  =  -  =  5»     sin  A  =  -  =  •=; 
c      5  c       5 

les  trois  angles  du  triangle  sont  ainsi  déterminés. 

En  prenant  pour  unité  le  rayon  r  du  cercle  inscrit,  le^ 
valeurs  numériques  des  trois  côtés^a,  d,  c  seront  3,  4»  5. 
]La  surface  du  triangle,  qui  a  pour  mesure  la  moitié»  d^ 
produit  des  côtés  de  l'angle  droit,  sera  exprimée  par  le 
nombre  6.  Or 

6'»  =  3=»  +  4^  +  5»; 
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donc    ,    ^*  '   "    "  t  .  ■ 

C^esi  ce  qu'il  fàllaît  faire  voir. 

%  Div^iser  un  angle  donné  a  positif  et  moindre  qm 
1 80  degrés  en  n  parties  telles^  que  le  produit  de  leurs 
sinus  soit  un  mctximum. 

Ce  itiaxîmuDi  correspond  à  T égalité  des  parties*  Car, 
en  supposant  d^ abord  n ^  s,  nommons  a^  b  les  deus  par- 
ties j  on  aura 

sin  a.sin  è  s^  -  [cos{fl^ —  h)  -^  cos  (^  -h  ^)] 
=  -  [cos  (û  -^  A)  -^  cos  a]. 

Le  maximum  de  cos  (a  —  &)  — cos  a,  est  évidemment 
I  —  cos  a.  L'égalité  cos  [a  —  i)  ==  i  donne  a  =  &,  parce 
que  a  et^  spm^pps^tifs  et  iiAoindi^e^  queiiSo  d^i^. 

Du  cas  particulier  /^  f=  2,  on  passe  au  cas  général  au 
moyen  d'un  raisonnement  qui  est  bien  connu. 

3.   Quel  est  le  minimum  du  rapport  —  des  rayons  de 

deux  cercles,   Vun  circonscrit  à  un   triangle,  et  Vautre 
inscrit? 

Soient  A  5  B ,  C  et  5  les  trois  angles  et  la  surface  du 
triangle^  on  sait  que 

s 


R'  = 


2  sin  A.  sin  B.  sin  G 


et 


d'où 


r'  =r  5 .  tang  -  A  tang  -  B .  tang  -  G , 


R' 


.6.sin^(^).sin'(?ysin^(^^) 
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il  en  résulte 


(•)        h 


<•""  (;)"'■' («)■■'"(;) 


Or,  le  maximum  du  produit  des  sinus  des  trois  angles 

ABC 

-  »  -»  ->  dont  la  somme  est  90  degrés,  s'obtient,  comme 

on  vient  de  le  voir  (2) ,  en  posant 
ce  qui  donne 


-  =  ?  =  -  =  3o" 
22a  ' 


»'"(5)-""(?)""^  =  §' 


Tégalité  (i)  devient  alors 

par  conséquent,  le  nombre  2  est  le  minimum  cherché, 

4.  Déterminer  le  maximum  du  produit  des  tangentes 
de  n  angles  positifs  a,  b,  c^  d,  etc,  dont  la  somme,  a,  est 
donnée  :  on  suppose  que  la  somme  de  deux  quelconques 
de  ces  angles  est  moindre  que  90  degrés. 

Les  inégalités  supposées 

fl-h*<90«,     c-f-rf<9o*,    .., 
donnent 

tanga.tang6<^  I,     tangctangcf  <[  i'.  * . .; 

et  de  là  on  peut  conclure  que  le  produit  p  des  tangentes 
des  angles  a ,  i ,  c ,  c?,  etc.,  est  toujours  moindre  que  l'u- 
nité. En  effet,  lorsque  n  est  pair,  p  se  forme  du  produit 


(my 


des  -  nombres 

2 


qui  sont  chacun  compris  entre  o  et  i .  On  a  donc  />  <C  i  ■ 
Si   n  est  impair,  p   est   le   produit  de  tan  g  a  par  un 
nombre  tan  g  b ,  tangc ,  tang^ ,  etc> ,  plus  ptlil  qtie  rtmité^ 
U  s^cnsuit 

^<tangfli. 
On  aura  de  même 

/ï<tangà, 
d^où 

/3*<^tar»ga.tai)g^<^  1      et    /><^i* 

Ainsi  le  produit  v«Ha1^Ié  p  9l  nti  tniiâinum  compris 
entre  o  et  i. 

Cela  posé,  considérons  d'ab<M9â'k  <9ftl  )^rl{^Mlkt#t:^9^ 
n  =  a. 

Dans  ce  cas ,  on  a  : 

,  ^  ^  i      sîna.sîti* 

11  + 6  =  a,     «<Q0*>    p=±  tahg».laDg6= ;• 

--^^r-  »     f  o        -o         cos».cos5 

Mais 

sina.sin b  =:-[cos (a— -h)  —  cos(o -4-  è]  =  -[cos(tt  —b)—  cosx], 

2  2 

cosfl.cos^=-[cos(fl  — b)-^  cos(/i-f-^)]=-[cos(rt  —  ft)  +  cosïi]; 

donc, 

cOs  (a — b)  —  cosoé  2càfa 

p  z::z ^^ -— zzz  I  —  •**-• • 

COS(«  —  A)-f-COSa  C05(tf  —  Â)-|-CQfi6 

T       c        •  dcosa  .  . 

La  traction    > rr est  positive,  puisque 

ces  (fl  —  b)  -H  CCS  a  *■  '  r       n 

l'angle  a  est  aigu;  par  conséquent  le  maximum  de  p  s'ob- 
tiendra rn  posant 

cos  (  tf  —  ^)  =  I  ^ 


et 
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ce  qui  donne 

a  =  b  =- 

2 

Quel  que  soit  n,  il  faut,  pour  que  le  produit  p  de- 
vienne maximum,  que  les  angles  a,  i,  c,  etc.,  soient 
égaux  entre  eux  ;  on  sait  conunent  cette  proposition  gé- 
nérale se  déduit  du  cas  particulier  que  nous  venons  de 
considérer. 

Quant  à  la  valeur  de  ^,  correspondante  à  Tégalité  des 

angles  i2,  &,c,etc.,  elle  est  évidemment  tâng^ /- j  •  Cette 

valeur  est  moindre  que  l'unité ,  parce  que  -  est  moindre 
que  la  moitié  d'un  angle  droit. 

S.  Démontrer  anafytiquement  que  de  tous  les  trian^ 
gles  circonscrits  à  un  cercle  donnéy  le  plus  petit  en  sur^ 
face  a  ses  trois  angles  égaux  entre  eux. 

Soient  r  le  rayon  du  cercle,  Â ,  6 ,  C  et  5  les  trois  angles 
et  la  surface  de  Tnn  des  triangles  circonscrits,  on  aura 


ABC 

tang--tang  --tang- 


Leminimun  de  s  correspond  a«  maximum  du  produit 

ABC 

des  tangentes  des  angles  -  ?  -  î  -  dont  la  somme  est  égale 

à  90  degrés-,  donc  (n^  4)  lorsque  s  est  minimum,  les  an* 
gles  A,  B,  C  sont  égaux  entre  eux.  C'est  ce  qu'il  fallait 
démontrer.  G. 
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GÉNÉRALISATION  MI  THÉORÉH  M  NEWTON 
SUR  LB  OlIADRILATÉRB  INSCRIT  DANS  m»  C01ll|l». 


i.  THéOEÈME.  Soient  deux  systèmes  chacun  de  n 
plans}  ces  deux  systèmes  se  coupent  en  n*  droites  par 
lesquelles  passent  une  infinité  de  surfaces  de  degré  n; 
chatmne  de  ces  surfaces  jouit  de  cette  propriété  :  le  pro- 
duit des  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face à  Vun  des  systèmes  de  plans  est  au  produit  des 
distances  du  même  point  à  l 'autre  système  de  plans  dans 
un  rapport  constant. 


Démonstration,  Soient 


A^  =  tf 


réquation  d^un  plan  quelconque  du  premier  système,  et 

réquation  d'un  plan  quelconque  du  second  système  \  la 
surface  représentée  par  l'équation 

(i)  A.AaAa...  A«-i->B.Ba.    .B„=:o, 

où  X  étant  une  constante  arbitraire,  est  une  surface  de 
degré  n  et  passant  par  les  n*  droites  d'intersection  du 
système  A  avec  le  système  B.  Soit  a^  la  distance  perpen- 
diculaire d'un  point  de  cette  surface  au  plan  Ap  et  jS^  au 
plan  Bp  ;  d'après  l'expression  connue  de  ces  distances , 
oit  a 

a.  aj.  .  .  a„-i-Xfi,  p,.  ..  p„  =  G. 

Ohseivation,  L'équation  (i)  renferme  8n  constantes, 
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ï,  comprise  ;  une  surface  de  degré  n  renferme ^ — î^ 

constantes.  On  peut  donc  identifier  cette  équation  avec 
Inéquation  (i)  tant  que  n  est  inférieur  à  5 ,  identification 
purement  analytique  pour  »  =  2  et  /*  =  4  lorsque  ces 
surfaces  ne  renferment  pas  de  droites  \  mais  les  surfaces 
du  deuxième  et  du  quatrième  degré  qui  contiennent  des 
droites  peuvjént  se  mettre  respectivement  sous  la  forme 

A,  A,  4-  XB,  B,  =  o,     A,  A,  A3  A4  4-  )^B,  B^B,  B4  =  o, 

et  une  surface  quelconque  du  troisième  degré  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

AiA3A3-h>B,B,B3=:o; 

ces  surfaces  possèdent  donc  la  propriété  des  distances^ 
ci-dessus  énoncée ,  et  Ton  peut  en  déduire  les  principales 
propriétés. 

2.  Théorème.  Soient  donnés  dans  un  plan  deux 
systèmes^  chacun  de  n  droites  ;  ces  deux  systèmes  se 
coupent  en  n*  points  par  lesquels  passent  une  infinité  de 
lignes  de  degré  n  \  chacune  de  ces  lignes  jouit  de  cette 
propriété  :  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  cette  ligne  à  Vun  des  systèmes  de  droites 
est  au  produit  des  distances  du  même  point  à  Vautre 
système  dans  un  rapport  constant. 

Même  démonstration. 

Obsen^ation,  L'équation  (i)  où  les  A  et  les  B  repré- 
bentent  des  droites  contient  6n  constantes.  Une  ligne  de 

degré  n  renferme constantes.  Aussi  oh  peut  opé- 
rer analytiquement  Tidentification  pour  n  inférieur  à  10. 
Faisant  tî  =  2,  on  a  la  propriété  des  distances  pour  le 

,       Ànn.  de  Maihémat.,  l.  XVll.  (Octobre  i858.)  24  - 
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quadrilatère  in&crit  dans  le  quadrilatère;  théorème  fon- 
damental de  Newton  dont  la  constance  du  rapport  an- 
harmonique  de  M.  Chasics  n'est  qu'une  simple  transfor- 
nvation  (t.  XVI,  p.  aao);  mais  Ténoncé  de  Newton 
présente  l'avantage  de  pouvoir  être  généralisé. 

3.  Par  des  transformations  métriques  du  théorème  de 
Newton 9  M.  le  capitaine  Faure  parvient  à  celui-ci  : 

Un  quadrilatère  étant  circonscrit  à  une  conique^  le 
produit  des  distances  des  deux  sommets  opposés  à  une 
cinquième  tangente  quelconque  ^  diinsé  par  le  produit 
des  distances  des  deux  autres  sommets  à  la  même  ton" 
gente,  donne  un  quotient  constant. 


APPLICATION  DE  LA  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE  (*)-, 

Par  m.  PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences, 


INTRODUCTION. 

i.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  seront  re- 
présentées par  ~9  ~9  —•  Cette   notation ,    qui    offre  de 

JO^      .T^      X^ 

nombreux  avantages,  donne  à  l'équation  des  surfaces  du 
second  ordre  la  forme  suivante  d'une  fonction  quadra- 


C*)  Ce  Mémoire   répond  à  toute  question  finitésimale  sur  une  surface 
<]u  second  ordre,  pour  une  équation  décanômc  et  axes  quelconques. 

Tm. 


(371  ) 
tique  homogène  : 

ia,,  x]  -h  ««  X]  -f-  «33  ^l  +  «44  JPj  +  2  «n  X,  ar,  1 
-f-  2«24  :caa:4  -+-  2^34  X^ ^4  ) 

ëquation  qu'on  peut  écrire  symboliquement 

(f:=:2^ap,qXpX^=zOy 

en  donnant  k  p  et  q  simultanément  les  valeurs  i,  2,  3,  4? 
et  en  posant 

Il  résulte  de  cette  égalité  que  les  rectangles  des  va- 
riables auront  2  pour  coefficient. 

2.  Le  principe    suivant  sera   d'une  application   fré- 
quente: 

Soient  Xi,  Xt,  Xa,  trois  Jonctions  linéaires  des  coor- 

données  -^>  —  ?  —  d'un  certain  point  M,  par  rapport 

x^     x^     x^ 

aux  axes  Ox,,  Ox„  Ox,  ;  si  Von  prend  pour  nouveaux 
axes  Oi  ji,  Oi  ys,  Oiyj,  les  intersections  des  trois  plans 
Xi  =  o,  Xj  =  o,  Xs  =  o,  quon  suppose  se  couper  en  un 
seul  point^  les  fonctions  X^,  X2,  X|  seront  proportion- 
nelles  respectivement  aux  nouvelles  coordonnées  y^ 
yt,  ys  du  même  point  M. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  immédiate- 
ment des  formules  de  transformation  des  coordonnées. 

3.  Je  rappellerai  encore  quelques  notions  relatives  aux 
déterminants. 


(*)  J'ai  supprimé  la  virgule  qu'on  place  ordinairement  entre  les  deux 
indices  de  chaque  lettre;  il  n'en  résultera,  dans  le  cas  actuel,  aucune 
obscurité,  et  la  lecture  deviendra  plus  facile. 

04. 
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Si  P  représente  un  déterminant  dont  les  déments  sont 

a.  „  la  notation  -; —  désignera  un  déterminant  déduit  du 

'  dar,, 

déterminant  P,  en  supprimant  la  r**""  ligne  et  la  y^***  co- 
lonne 5  mais,  en  outre,  - —  sera  la  dérivée,  par  rapport 

à  a^^^y  du  déterminant  P,  pourvu  qu'on  affecte  le  déter- 
minant déduit  et  non  dév^eloppé  d«  signe  plus  ou  du 
figue  moins,  suivant  que  les  nombres  r  et  s  sont  de 
même  parité  ou  Ae  parité  différente. 

d^9 

De  même  -r -r désignera  un  déterminant,  déduit 

dar,sdar„s, 

du  déteiminant  P,  en  supprimant  d'abord  la  r*'"*'  ligne  et 

la  5'*"**  colonne,  puis  la  Ti'*"**  ligne  et  la  5i'*'"*  colonne  5 

^'P  1     j^  •    .    j      dV 

mais,  en  outre,  -; ; sera  la  dérivée  de  -7 — 9  par 

'  dar,sdar,,s,  dor,,     '^ 

rapport  à  a^^^  ,j-  Ou  coiinait  le  signe  de  ce  premier  déter- 
minant non  développé  d'après  la  règle  précédente;  on 
affectera  le  second  déteî^minant  déduit  et  non  développé 
du  signe ^Z//5  ou  du  signe  moins ^  d'après  la  règle  suivante: 

1°.  Si  I    '  C^    [9  on  donnera  le  signe  +  ou  le  signe  — , 
suivant  que  [r^  —  i)  et  (5,  —  i)  seront  de  même  parité 


ou  de  parité  différente'^ 

tP,  Si  j  [9  on  donnera  le  signe  74-  ou  le  signe  — , 

suivant  que  [}\ —  i)  et  s^  seront  de  même  parité  ou  de 
parité  différente-^ 

3^.  Si  I    '         >9  on  donnera  le  signe  -f-  ou  le  signe  — , 

suivant  que  /'i  et  (^^ —  i)  seront  de  même  parité  ou  de 
parité  différente-^ 

4^.   Si  I   '  ^    >î  on  donnera  le  signe -I- ou  le  signe —î 
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suivant  que  /'i  et  Si  seront  de  même  parité  ou  de  parité 
différente. 

On  combinera  les  deux  signes  ainsi  obtenus,  diaprés  la 
règle  usitée  des  signes,  et  on  aura  définitivement  1^  signe 
dont  il  faudra  affecter  le  déterminant  déduit,  non  dév^e- 

loppé,  pour  que  -j soit  la  dérivée  seconde  tlu  dé- 
terminant P. 

Cette  règle  se  légitimera  facilement  par  les  considéra- 
tions suivantes  :  - —  représente  un  déterminant  obtenu 

en  supprimant  la  /-•*"**  ligne  et  la  5'*'"*  colonne,  affecté  du 
bigne  -4-  ou  — ,  suivant  la  parité  ou  la   disparité    du 

couple  {r.s).  Pour  obtenir ; >  il  faudra,  dans  ce 

dernier  déterminant,  supprimer  la  rj*^'"*  ligne  et  la  Si'^'"^ 
colonne^  mais  pour  connaître  le  signe  de  ce  résultat,  il 
sera  nécessaire  de  ramener  le  déterminant  susdit  au  type 
nomial^  c'est-à-dire  diminuer  de  un  tous  les  premiers 
indices  dans  les  lignes  qui  suivent  la  r"^"*"  ligue,  ainsi  que 
tous  les  seconds  indices  dans  les  colonnes  qui  suivent  la 
^ième  colonne.  Ce  qui  conduit  immédiatement  à  la  règle 
<jue  je  viens  d'énoncer. 

Le  type  normal  est  celui  où  les  indices  se  suivent  dans 
leur  ordre  naturel  et  sans  discontinuité. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  signes  des  différcnis 
termes  d'un  déterminant  dépendent  du  signe  du  produit 
des  termes  de  la  diagonale  qui  part  du  sommet  supérieur 
à  gauche  du  carré,  et  auquel,  suivant  l'usage,  j'affecterai 
toujours  le  signe  plus» 

J'ai  insisté  sur  toutes  ces  conventions,  parce  que  le 
signe  de  ces  quantités  joue,  dans  les  questions  que  je  vais 
traiter,  un  rôle  très-important  5  et  il  est  nécessaire  d'évi Ut 
toute  espèce  de  confusion. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DISCUSSION  DBS   SORFACBS  DU  SMONO  ORDKS. 

SI 

Relations  d'identité. 

4.  Avant  d^ aborder  la  discussion,  j'écrirai  les  dévelop- 
pements de  plusieurs  expressions  et  certaines  relations 
d^dentité,  qui  se  présenteront  fréquemment  dans  les  cal- 
culs suivants  ;  j'ai  pensé  qu^il  était  utile  de  réunir  toutes 
ces  formules  dans  un  même  paragraphe.  La  plupart  de 
ces  relations  sont  une  conséquence  immédiate  de  la  for- 
mule bien  connue 


^P 


dV     dV 
dor,,  dar^,,^ 


€/P        €/P 


(*). 


Depuis  longtemps  M.  Terquem  était  arrivé  à  ces  résul-* 
tats  par  une  voie  différente  \  et  c'est  à  un  travail  sur  ce 
sujet,  qu'il  a  eu  l'obligeance  de  me  communiquer,  que 
j'ai  emprunté  les  principales  formules  relatées  dans  ce 
paragraphe. 

Je  désignerai  par  A  le  discriminant  de  la  fonction  f; 
de  sorte  que 

«21     ÛJ2     û,3     «24 

«31     «32     «33     «3* 
«41     «<2     «<3     «44 

ce  déterminant,  dans  lequel 

«r,i=«,,r 

est  en  même  temps  le  déterminant  Hessien  de  la  fonc- 
tion (p(**). 


(0 


A  = 


(*)  Brioscui,  Théorie  des  déterminants,  p.   i3. 
C**)  Détorminant  introduit  par  Otto  Hesso  n^^-. 


dxdx. 
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On  Irouve,  eu  tlcveloppanl, 

^=<  /£i|2él23a34<l4i  4-^1)  ^13^34  ^43  \ 

\  +«I3<Ï32«24«4I/ 

/ûll«a3«34«4ï-H^J2«I3«34«4l  +  «33  «U  «24  «41  \ 
\  4-   «44  «12  «39  «31  / 

5.  Il  est  important  de  remarquer  que  de  Tégalité 

«r,*  =  «i,r, 

il  résulte 

Par  suite,  l'expression  - —  ne  représente  plus  la  dérivée 

efteclive  de  A. 

Cependant ,  afin  de  conserver  aux  formules  que  je  vais 
écrire  un  rapport  plus  intime  avec  les  formules  généralçs 

qui  appartiennent  à  la  théorie  des  déterminants ,  les  - — 

nous  représenteront  toujours  le  déterminant  déduit,  en 
supprimant  la  /*"*'"'  ligne  et  la  5"'"*  colonne  et  affecté  du 

signe  convenable.  Il  en  sera  de  même  pour  les  -j • 

D'ailleurs ,  lorsqu'on  voudra  passer  aux  dérivées  effec- 
tives du  premier  ordre ,  il  suffira  de  se  rappeler  la  relation 
évidente 

d.A  _     j/A^ 
(l«r,#  ""     dar,s  ' 

la  caractéristique  d  désignant  une  dérivée  effective. 

6.  Je  donnerai,  en  premier  lieu,  les  dérivées  premières 
de  A  et  plusieurs  des  dérivées  secondes. 
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.•«l-§ 


^i-§     -«i-s     -^i-^     -^i-s 


^l-f 


•«i"§ 


I) 


•x»|-§ 


(378) 


Dérivées  secondes. 


(4) 


(PU 
dan  dûii 

d'S 
dan  da^z 

d'à. 
dan  ^'«4< 

d*à 
dan  da^i 

da^t  da^^ 

d^à 
da^i  dut. 


Pi^ 

=  4- 

«33 
«43 

«34 
«44 

=  «33  «44    «8  4  > 

Pn 

=  + 

«« 

«42 

«24 
«44 

=  <ï,3«44  —  «Î4, 

Pi* 

=  -f- 

«a, 

«32 

«23 
«33 

=  «««33  «Î3> 

/>w 

=  H- 

«.1 
«41 

«14 
«44 

=  «ll«44  «Î4) 

P» 

=  -4- 

«11 
«31 

«13 
«33 

=  «ll«3J  «îs> 

Ps, 

=  •4- 

«Il 
«îl 

«12 
«22 

=  «..«22— «;,. 

P 

r,  *  - 

-Ps, 

!•• 

(4) 


d*^ 

da^  da:n 

d'à 

da^i  du^i 

d}l 

da,,  da^^ 

rf'A 

^^«33  <'^«.4 

fjPA 

da,,  da,^ 

d'à 

da^  da,i 


«11 

«.3 

«4. 

«43 

«.. 

«IJ 

«4. 

«42 

«.! 

«12 

«3. 

«32 

«2. 

«22 

«41 

«42 

«2. 

«22 

«31 

«J2 

«2. 

«2J 

«3. 

«33 

=   «U  «43   -h  «13  «41) 

=  —  an  rtr4j  -f-^,ja4i, 

=   ^,,   «32    4-  «12  «312 

=  —  rtïi«4l  -+-«21  «42» 
=  —  «22  «3,  -j-  «„  «32, 
~    —   «33  «5,    -h  «,,  «23. 


4) 


du  XX  da^^ 
d's 

da II  da^x 
d^à 
I  dou  dan 
d'\ 


=    /-ai 


(379) 

«4î    «ta  I 

«32    «33 
«42     «43 


=    —«22  «43  -f-  «23  «42» 

=  Oii  Oit  H-  «32  «43» 

I  r=:  Oti  ^3,  -H  flia  «3«, 


da„  da^^ 

^«M  ^«18 

d}ùk 


=  r32  =  -H 


7.  Passons 


5) 


6) 


maintenant 
A;'34  = 

A/?24  = 

àpu  = 

A/?23  = 

A/7,3  = 
A/?„  = 

Ar34  = 

àru  = 

Ar43  = 

Ara3  = 
Ar,3  = 

Ar4j  = 
Ar3,= 

Ar„  = 
Ar4,=: 

Ar„  = 


I  «42     «44  I 

«31     «83  I 

==  «83  «41  +  «31  «43» 

«41    «43  I 

«SI     «34  I 

=:  «44  «SI   -H  «41  «34» 

«41     «44  I 

«tl     «24  I 

=  —  «44  «21  -h  «41  «14. 
I  «41     «44  I 

aux  relations  d'îdentîlé  : 

=  ^33  ^44  ^î  4  > 

-  ^22  ^44  ^î  4  » 

=  ^11  ^44   ^Î4> 

=  ^22^22  ^Î3, 

=  ^11^33  ^Î3> 

=  ^11^.2  ^Îj. 

=  ^44  0  11  024^14» 

=  ^44  ^13  ^3t  ^14» 

=  ^44  ^23  ^34  024» 

"  O33  ^12  O23  0(3, 

=  ^83  ^14  ^34  ^13» 

=  ^33  ^J4  ^34   ^23  • 

=  O22  ^13 ^23  ^12» 

=  Oj2  0,4  O34  0,2, 

=  On  O34  —  Ou  O32. 

=  ^11  ^23  ^13  ^lt> 

=  0,1  Oji  —  On  On, 

=    «Îm  ^84   ^14  ^1.^- 


(7) 


(8) 


(9) 


(  38o  ) 

^22^11   ^==PnPu  rjj,  ^tl«22  =Pi3Pu   rj,, 

^44Û33=/?14/'24  — ''îi,          ^33^44   =/?l3/?23  —  ''J  s  > 
^22^33  =Pl2Pn  ''îa?  ^22  <Ï44  = /'h /?2S  ''Î  2  > 


^44  «12  : 


•  ''iéPzti     ^33  «12  =  r,3  Tjj  —  r^^Pny 


^44  «18  =  '"l*  '*34  ''24  Pi\  »         «^33  «M  =  '*13  ''43  '*23  PiZi 

^44  «23  =  '84  /"ïl ''14  /?U>         ^38  «24  =  ''43  ''28  ''is/^lSj 

^28  «18  =  '*1»'*38  '4»/'24>  ^M  «23  =  '*81  '"si    '41 /^M» 

^82  «14  ==  ''12  '42  ^i^Plif  ^11  «84  =    '*»1    ''41  'si/^lSj 

^22  «34  =  '42  ''32  ^iiplf  ^11  «84   =   ''31  '4I  "^  ''2I  fli» 

•   ^34  «Il   =  ''n  ''18   -4-  ''12  /?348  ^34  «28  =  '*24  ''28   4*  ''21  Puf 

^21  «Il  =  ru  Tia  -h  r,8/724,     ^,4  «22  =  r^  ru  -f-  r,3  pny 

I   ^28  «Il  =  ''18  ''12  -H  ''14  /?838         ^13  «22  =  ''28  '*2j  +  '*8|  /'l8f 

^24  «33  =  '*34  '*32  4"  ''31  /?24»         ^22  «44  =  '*43  '43  +  ^^  Pny 
^14  «33   =   ''34  ''31   +  ''32^14»         ^i3  «44  =  '*43  '*4l  +  ''42/^13? 

^n  «33  =  ''32  ''31  4-  r^hPm       ^12  «44  =  ''42  '*4i  -H  ''43/^12» 

«î  1  ^=^PuPziP73—p3i  r]  J—P2A  r]  3— /?23  ^J  <  —S  T.j  T.j  T^, 

«2  2  ^=P^iPM Pn—Pzi  r\ ,  — '/?,4  rj  3— /?,3 rj  < — 2  r^,  Tjj  r,4. 
«3  3  ^==PHP2sPn—p2^r\,—p,,rl,—pr.r\^—ir,,r^:,r,,, 

«î  4    ^=Pi3P2zPn—p23  r]  ,  — /?.3  ''î  2  " /^.î  tJ  3— 2r4,  T.j  r43. 

On  pourrait  encore  établir  d'autres  relations  analogues 
à  celles  que  je  viens  de  signaler  •,  mais  celles-ci  nous  suf- 
fisent pour  l'étude  que  j'ai  en  vue-,  elles  sont  même  sur- 
abondantes. Cependant  j'ai  cru  devoir  les  donner,  parce 
qu'elles  peuvent  être  d'un  grand  secours  dans  d'autres 
recherches  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 


La  suite  prochainement. 


(38i  ) 


TRANSFORMATION  DES  PROPRIÉTÉS  METRIQUES  DES  FIGURES 

(Tolrpage  276); 

Par  m.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


TransfoiTnation  des  relations  d'aires. 
4.  Transformer  homo graphiquement  taire  dun  trian^ 

Soient  (x,,y,),  {po.,yy^s  {x\.^y^  les  coordounées  de» 
sommets  a',  i',  c',  et  S'  la  surface  du  triangle, 

et  en  ayant  égard  aux  formules  de  transformation  (p.  279) 

ax^-\-hy^-^c^  a' x^-^b' y^-^-c'y  a" x^->rh" y^-irc" 
nous  posons 


P  = 


Ka"x,  +  6'V.  4- c")  («" X,  4-  h" y,  -f- c'')  (û'^'  jra  4-  é»"  j^  +  c")' 
La  valeur  de  a  S'  peut  s'écrire 


2S'  = 


ûJc  étant  le  triangle  homographique  au  triangle  a'V c\ 
appelons  ocj  ^,y  les  distances  des  sommets  du  triangle  abc 
à  la  droite  I  (p.  280),  donnée  par  Téquation 


X,  yt  1 

abc 

X,  7,   I 

a'    b'   d 

^3  y  3  I 

a"  b"  c" 

(38ti  ) 


el  S  Taire  de  ce  triangle, 


a"ar,-H*"r.-f-c''=:av/û 

'''4-^"% 

a"  X,  +  b"y,  +  c'^  =  p  s/û"'  H-  A"% 

a"^3-4-AV3+^''=7S/«"'-H^"% 

X,  y,    I 

2S  = 

^2  Ja    I 

- 

On 

a  donc 

j?3  rs  1 

S'  = 

abc 
a!    b'    c' 

a"  b"  c" 

3 

K'  +  n  ^-4r 

a. p. 7 

Vaire  d'un  triangle  est  égale  à  celle  du  triangle  ho^ 
mographique  dii^isée  par  le  produit  des  distances  des 
sommets  de  ce  triangle  à  la  droite  I  et  miUtipliée  par 
une  constante. 

Dans  deux  figures  homographîques ,  il  existe  trois 
points  qui,  considérés  comme  appartenant  à  la  première 
figure,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde 
(p.  280).  Si  a',  &',  c'  sont  ces  trois  points,  S  ==  S',  donc 


^a'^-^^b"')     2  =  a.p  7. 


Ainsi  le  coefficient  numérique  qui  entre  dans  la  valeur 
de  S'  est  égal  au  produit  des  distances  des  trois  points, 
qui  sont  eux-mêmes  leurs  homologues,  à  la  droite  I.  Nous 
désignerons,  pour  abréger,  ce  coefficient  par  la  lettre  m, 
de  sorte  que 

(!)  -  ^ 


a 

b 

C 

a' 

b' 

c' 

a" 

b" 

c" 

S'=zm 


a. p. 7 


5.  Examinons  ce  que  devient  cette  formule  lorsqu'un 
ou  deux  des  soinmcls  du  triangle  ahc  sont  à  l'infini,  ce 


(  383  ) 
qui  revient  à  supposer  les  sommets  correspondants  du 
triangle  a',  i',  c'  sur  la  droite  V  (p.  280). 

Désignons  par  A,  B,  C  les  côtés  du  triangle  abc  respec- 
tivement opposés  aux  angles  a,  b^  c^  et  par  Aj,  61,  Ci  les 
points  d'intersection  de  ces  mêmes  côtés  avec  la  droite  I, 

S  =  abc=z  -  ab,ac  sin  (B,  C), 


donc 


7=:c^,sin  (B,  I), 


I    ab.acsin{B^C) 


a. p. 7        2  a.p.c^i'sin  (B,  I) 

Si  l'on  suppose  le  point  c  à  l'infini,  —  =  i^ 

^,^m    g^sin(B,C) 
^  '  "2  a.p..sin(B,  I) 

On  a  aussi 

P=:  ^c,  sin(C^I). 

Substituant  dans  la  formule  précédente  et  faisant  passer  b 

à  l'infini, 

(rt)  ,_m  sin(B,C) 

^^  2  asin(B,I)sin(C,I)' 

Pour  interpréter  géométriquement  ces  résultats,  re- 
marquons que  dans  la  relation  (i)  les  droites  ab^,  bat 
devenant  parallèles,  lorsque  c  est  à  l'infini, 

fl^sin(B,  C)  , 

— : — ————  =  «,  6,; 

sin  (  B,  I) 

donc 

*~  2  a.p' 

Ce  segment  aib^  est  la  projection  du  côté  ab  du  triangle 
sur  la  droite  I,  projection  faite  au  moyen  de  deux  droites 
ac,  bc  parallèles  à  une  direction  arbitraire. 


(  384) 

Celte  formule  servira  à  transformer  Taire  d'un  triangle 
a'  y  c'  dont  l'un  des  sommets  c'  sera  sur  la  droite  I'. 

Considérons  alors  dans  la  première  figure  un  triangle 
quelconque  a'  b'  c\  et  joignons  ses  sommets  à  un  point  o' 
pris  sur  la  droite  I',  on  aura 

«' ^>  V  =  a' ^' o' -h  ^' c' o' -H  c' «' o', 

de  sorte  qu'en  transformant  d'après  la  relation  précé- 
dente, 

^    ^  2  V«.p         p. 7       7.«/ 

Relativement  à  la  formule  (a),  remarquons  que  l'aire 
du  triangle  a  biCi  est  donnée  par  la  relation 

,  1     ^>,c,  sin(B,  I)sin(C,  I) 

2  sin(B,  C) 

or 

sin  BI aci 

siaBG  ~"  ^tc,  ' 
donc 

D  =  m . • 

Cette  formule  servira  à  transformer  un  triangle  dont 
un  des  côtés  coïncidera  avec  la  droite  V,  Par  conséquent, 
si  l'on  considère  dans  la  première  figure  (*)  un  triangle 
quelconque  a'  &'  c',  formé  par  les  côtés  A',  B',  C,  on  aura 

a'  b'  c'=.A!h'V  4-  B'C  I'  4-  C  AT, 

A' BT    désignant    l'aire    du    triangle  formé    des    côtés 
A',  B',  F,  etc. 

Transformant  d'après  la  dernière  formule, 

(*)  Première  figure  est  toujours  celle  dont  on  cherche  l'homographie, 
et  les  lettres  sont  accentuées.     Tm. 


(  385  ) 
6.  Cas  particulier.  La  droite  I  est  à  V infini.  On  a 
oT  =  h"  =  o, 
et  Ton  trouve  la  relation 

a    b 


S'  =  c" 


a'  h'  I  ^* 


Ainsi  dans  ce  cas  le  rapport  des  aires  de  deux  triangles  et 
par  conséquent  de  deux  figures  homologues  est  constant. 
L'une  des  figures  est  en  effet  la  projection  de  l'autre. 

7.  En  comparant  les  relations  (I),  (II),  (III)  on  arrive 
à  différentes  expressions  de  Taire  d'un  triangle.  Ainsi  les 
relations  (I)  et  (III)  conduisent  à  ce  théorème  : 

Si  les  côtés  A,  B,  C  d'un  triangle  abc  sont  coupes  res*- 
pectivement  en  des  points  ai,  bj,  Ci  par  une  transv^ersale 
arbitraire^  et  que  F  on  désigne  par  «,  /3,  y  les  distances 
des  sommets  a,  b,  c  à  cette  transi^ersale ,  l'aire  S  du 
triangle  sera  donnée  par  la  relation 

S  =  «/  ^,  c.  ^  -4-  ^  r,  «,  2^  H-  r  /ï,  ^»,  ^. 

a^  b-*  7* 

^pp  lie  a  tions. 

8.  Un  polygone  a'^b\c\  c?', ..♦,/' étant  tracé  dans 
la  première  figure,  joignons  un  point  arbitraire  o'  à  tous 
ses  sommets.  L'aire  S'  de  ce  polygone  est  donnée  par  la 
relation 

S'  ==  a'  b'  o'  4-  b'  c'  o'  -h  C d'  o'-f-. .  .^r/'^'o'. 

Dans  la  figure  homographique  nous  avons  un  polygone 
a,  J,c,  rf, . .  .^/et  un  point  o.  D'après  la  relation  (I)  nous 
aurons 

/    abo  bco  cdo  \ 

Ann,  de  ilathémat.,  t.  XVII.  (Octobre  i85S.>  «5 


(  386  ) 

a,  (3,  yv?5  «désignant  les  distances  des  sommets  a  7&,c,. 
et  du  point  o  à  la  droite  I. 
De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  l'on  décompose  un  polygone  en  triangles,  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  arbitraire  de  son  plan^  la 
somme  de  ces  triangles,  dii^isés  respectivement  par  le 
produit  des  distances  de  leurs  sommets  à  une  droite  fixe^ 
est  une  quantité  constante. 

Le  point  arbitraire  peut  être  à  Tiniini^  si  l'on  appelle 
^o  ^1»  ^19  ^ij«**  les  points  d'intersection  de  la  droite 
fixe I  par  des  droites  menées  par  les  sommets  a,  ô,c,  rf,..., 
parallèlement  à  une  direction  arbitraire,  on  aura,  diaprés 
la  relation  (II), 

[ Ox  bx        b,  c,        c,  d.  \ 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Un  polygone  étant  donné  ainsi  qu  une  droite^  si  ton 
projette  les  côtés  de  ce  polygone  sur  la  droite  au  moyen 
de  parallèles  à  une  direction  arbitraire^  la  somme  des 
projections  des  côtés ^  divisées  respectivement  par  le  pro- 
duit des  distances  de  leurs  extrémités  à  la  droite  fixe ^  est 
Bine  quantité  constante. 


SIR  14  KÉSOLlJTIOi\  DES  ÉftUlTIONS  Dll  QUATRIÈME  DEGRE  5 

Par  m.    V.-A.   LEBESGUE. 


t.  Il  V  a  bien  des  moyens  de  ramener  la  résolution 
d'une  cqualion  du  qualriènie  degré  à  celle  d'une  antre 
cqnation  du  troisième.  Le  plus  simple  parait  le  suivant. 


(  387  ) 
On  a  identiquement 


j:*-h/?x»-f-^«-f-r=ra:»4-^(/>M-0)l  —(x^Q ^-J 


si  donc  on  pose 


.._^(^H.e).4-|l5 


,=  '(^  +  e).-'.f 


ou  bien 

(i)  e>-H2^ô'-h(/>'— 4r)e  — 7'=o, 

le  polynôme  x*  -H  px*  -hgx-h  r  deviendra 

[^x'+xy/ë+i(/,  +  e)-i.|][x'_xs/ë+l(;,  +  e)H-i.|j; 

égalant  chaque  facteur  à  zéro,   on  trouvera  les  quatre 
racines 


ax 


Comme  l'équation  en  0  a  toujours  une  racine  réelle  posi- 
tive, on  a  les  quatre  racines  sans  ambiguïté  sous  forme 
réelle  ou  sous  forme  imaginaire  «  4-  (3  ^ —  i . 

2.  On  peut  aussi,  d'après  la  méthode  d'Euler  (^fg», 
ch.  i5),  poser 

Faisant  disparaître  les  radicaux  et  identifiant  avec  l'équa- 
tion 

X*  -+-  px^  H-  yx  -h  r  =  o, 

25,. 


(  3SS) 
on  trouve  sans  difficulté 

d'où  la  même  réduite  en  6. 

Si  Ton  mettait  ^9^  -f-  ^6^  sous  la  forme 

on  retrouverait  les  formules  précédentes.  Les  signes  des 
radicaux  dans  la  valeur  àevLX  sont  déterminés  par  Téqua- 
tiont 

n/0;v^v^=— y- 

Comme  on  a  employé  Féquation 

0,.0a.0,  =  ^% 

la  réduite  (i)  appartient  à  Téquation  double 

X*  -k- px'^±qx  -h  r=r  o. 
L'^équalion 

préacnte  en  effet  huit  valeui  s,  dont  quatre  appartienneni 
à  l'équation 

X*  +  px'^  -f-  grj?  4-  r  =  o, 

et  les  quatre  autres  à  l'équation 

x^  -f-  px^  —  ça:  4-  r  =  o. 

3.  En  modifiant  la  méthode  d'Euler,  on  aurait  pu  poser 


2  j:  =  \//w0,  -H  /i  4-  s//wÔj-h  n  -f-  SJm  0,  -4-  /7, 
et  déterminer  w,  »  de  manière  à  obtenir  une  réduite  du 


(  389  ) 
troisième  degré  sans  second  terme,  qui  s*est  préseQté«  a 
MM.  Cayley  (*),  Hesse,  Hermîte,  Aronhold  et  à  d'autres 
peut-être. 

Prenons  l'équation 

^x*  -h  4  ^^  4-  6<:jç*  h-  4^Jc  -h  ^  =r  o  ; 
<en  posant 

ax  '\-  b  :=:  Xf 

il  viendra 
Soit  donc 


r  =  VÂÎ7+B  4- v^AX, -i- B  4- v^AX, -H  B  ==  V.  4- V,  4- V*, 

^19  ^S)  ^3  étant  les  trois  racines  de  l'équation 

X»  +  QX— R=:o, 
ce  qui  suppose 

>i-f->a-+-X3=o,     X,X,H-X,X,-f-X,>,  =  Q,     R  =  X,X^|X„ 

Â  et  B  devront  être  déterminés  convenablement. 

Onad'abord5àcausedeAi-Hij-hA,=o,y=ViH-Vi4-V,, 

^.»— 3B  =  2(V.V,4-V,V.4-V,V.). 

Carrant  de  nouveau 

jH-6B^>4-9B»  =  4(VÎV;4-V;v;4-VÎVÎ).4-8V»V,V,7: 
or,  substituant  les  valeurs  des  V*,  on  a 

v;  v;  -h  v;  v;  -h  vj  vî  =  A'Q  -f-  3B^ 

donc 

r^  — 6Bj»-.8V.V,V5r  — (3B»-f-4A'Q)  =  o. 

{^)  Arthur  Cayley,  avocat,  ne  à  Richraond  (Surroy  ),  le  i6  août  i8ai. 


(  390  ) 
De  là,  comparant  cette  dernière  équation  avec  Téqua- 
tion  (2) ,  on  obtient 

(2)  B  =  b*^ac,     q  =  -^ p; ^] 

on  peut  donc  faire 

Enfin 


V,  V,  V3  =  VÂ^R+ÂMBQ+BS 
Féquation 


4(23»— 3fl^c -h  a'rf)=— 8  v/rt»R -f- a»(3'— ac)  Q -f- (^»— «c)» 

donnera 

^       ad^  -4-  «3*  -f-  c*  —  flr^  —  2  bcd 

R  = 4 -, 

de  là  Féquation 

c'est  Téqualion 

de  MM.  Hermite  et  Cayley  ;  en  changeant  le  signe,  on  a 
Féquation 

A  =  o, 

de  M.  Aronhold  (*).  Suit  la  traduction  d'une  note  mise 
à  ce  sujet  par  ce  géomètre  dans  le  tome  LU  du  Journal  de 
Crelle. 


(*)  Sie(jrricd-Henri ,  professeur  de  niathémaliquc:»  à  l'école  d'architec- 
hirc  <ie  Berlin.  Né  à  Aniï(;rl)urf{  (Prusse  orientale)  en  1819. 
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REMARQUE 
SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  BIQUADRATIQUBS ; 

Par  m.  lb  D'  S.   ARONHOLD,   de  Berlin. 


Si  l'on  représente  Téqualion  donnée  par 
et  que  l'on  calcule  les  déterminants 


A  = 


bj       r  — >,        d 
c  -H  2X,      c^,  e 


dùi 


de 


by    c   > 


alors  A:=  G  est  une  équation  cubique  de  la  forme 
Az=z—^\^'\'[a€—^bd'^Zc^)\-\-ad^'\'eb^'^c^-'a€e--'ibcdz=io, 

qui ,  manquant  du  second  terme,  pourra  être  résolue  di- 
rectement par  la  règle  de  Cardan.  Soient 


l—\         l—\         i—\ 
\de)C      \de]^'      \de). 


les  valeurs  du  second  déterminant  pour  les  trois  racines 
de  l'équation  A  =  o,  on  aura 


(!)     « 


-ii-^w&wmM^} 


où  les  signes  correspondants  doivent  être  tels,  que  le  pro- 
duit soit  positif. 

On  a  encore  plus  généralement ,  pour  des  valeurs  quel- 


{») 
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conques  de  Ç  et  de  » , 

-v/ff)r-(^).'--(^)/--(l^)."'*&-).'i 

d'où  l'on  lire  la  valeur  précédente  de  x  en  faisant  Ç  =  i, 

ïj  =  o  ;  pour  ^  =  o,  y?  =  I  ,on  obtiendrait  — 

Les  déterminants  doivent  toujours  être  calculés  de  ma- 
nière que  le  terme  provenant  de  la  diagonale  de  gauche 
à  droite  soit  pris  négativement. 

Note  du  Traducteur,  Comme 

de 
et  que 

ûj?  -H  *  =  r, 

on  a 

la  formule  (i)  est  vérifiée  par  ce  qui  précède.  La  dé- 
monstration de  la  formule  (2)  exige  quelques  explica- 
tions qui  pourront  être  données  dans  un  autre  article. 


(393) 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  Ud  ET  442 

(TOir  page  296)  ; 

Pau  m.  p.  DE  VIRIEU, 

Régent  à  Saumur. 


Les  deux  identités  proposées  peuvent  ^e  déduire  d^une 
même  formule  qui  peut  servir  à  en  trouver  une  infinité 
d'autres. 

Soient  x  une  variable  positive  entière  qui  peut  être 
nulle;  T?x  une  fonction  déterminée  de  cette  variable;  i\ 
Il  des  nombres  entiers  positifs  ;  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  n  identités  suivantes  : 


t 

I               Px+.  —  P, 

I 

Px-t-l               Px  P*H-I 
I               Px+i+t  —  Px+i 

Px+. 

Px+  i+ 1              Px+i  Px-4-i+ 1 

I 

I              Kx-f-n  ~~  " x+n— 1 

"*-+-n— 1 

on  a  l'identité 

Px+»                 Px+B— J  Px+-ll 

-Px       yP«-'  — P«-'-. 

^^^                                 PxP, 

i=I 

en  posant  successivement 

P,  =  flo-h^.  -f  ••  --i-  ^x, 
Px  =  tang(£7o-h  ûi  4-.  .  .4-^x), 
P,  =  col  (<7o  "f  '^i  4-  .  •  •  -H  rtf,), 
P,  =r  log  (^0  -f-  ^1  4-  .  .  .  +  ^7,), 
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on  a 


(!)        I  '=" 


sin  (gx-n  -4- . . .  -t-gx-m) 


(2) 


(3) 


(4) 


sin  (ûo  H- . .  .  4-  «x)  sin  («o  H- ...  H-  «x+«) 

~"  ^  sin  («0  -H ...  4-  «x+i-i  )  sin  (ûo  -f- .  .  .  -4-  0,+;)' 
1=1 

sin(<7^+i-^. .  .4-<7x-ni) 

cos  (û„+ . . .  -h  <»,)  cos  («0 -+- . . .  H- fl,4.„) 

sin  flx-n 

COs(ûfo  +.  .  .-f-  û?x+i-i)cOS  (tfo-h*  .  .  -h  «x+i)' 
1=1 

log    /^o-^>-.-H^x..n\ 

__   ^  \^0+.   »   .-4-^x4-«-l/ . 


en  posant  a:=  o  dans  (1)  et  (2),  on  a  les  identités  pro- 
posées dans  les  questions  440,  442. 

L'énoncé  de  la  question  440  renferme  une  faute  d'im- 
pression ;  le  premier  facteur  du  dénominateur  doit  être  ûo> 
et  non  «„  dans  le  premier  membre. 

Note,  M.  Deleslrée,  élève  au  lycée  Saint-Louis,  a 
donné  une  bonne  solution  particulière  de  la  question  442, 
ainsi  que  M. G.  yVndanson,  candidat  «1  la  Licence,  à  Lyon. 
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QUESTION  D  EXAHEN  (ÉCOLE  NAVALE). 


Déterminer  les  valeurs  numériques  des  trois  côtés 
fTun  triangle  rectiligne  tel^  que  ses  trois  côtés  et  sa  sur- 
face soient  quatre  termes  consécutifs  d'une  progression 
anthmétique  ayant  pour  raison  Funité, 

Soient  X —  1 5  x,  X  -H  I ,  a:  -f-  a  les  trois  côtés  et  la  sur- 
face du  triangle  cherché.  Le  demi-périmètre  sera  —  ?  et 

la  formule  qui  sert  à  exprimer  la  surface  eu  fonction  des 
côtés  donnera 

ou     "'^^  

Il  est  évident  que  l'équation  (i)  admet  pour  racine  le 
nombre  4- 

Pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  que  4?  on  a 

X 

et  

V/3(|-.)>3. 

Pour  toute  valeur  positive  de  x  plus  petite  que  4?  on  a 
a  +  |>3, 


cl 


V/3(|-.)<3. 


ou 
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imaginaire. 

Donc,  Téquation  (1)  n'admet  pour  racine  positive  que 
le  nombre  4* 

Par  conséquent,  les  nombres  3,  4>  5,  6  sont  les  valeurs 
des  trois  côtés  et  de  la  surface  du  triangle  demandé. 

Note.  C'est  encore  là  une  ancienne  question  proposée, 
plusieurs  fois,  dans  les  concours  d'admission  à  l'École 
Polytechnique.  Elle  n'a  pas  été,  d'abord,  résolue  sponta- 
nément^ mais,  au  concours  de  l'année  suivante,  plusieurs 
candidats,  en  la  traitant,  ont  fait  preuve  de  spontanéité  : 
ce  qui  leur  a  été  très-utile.  G. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  316 

(TOir  t.  XV,  p.  8Î); 

Par  m.  chanson,! 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (  classe  de  M.  Vannson). 


Etant  donnée  la  progression  arithmétique 

rt,      a-hr,      a-{-2r, ...,      a -^  nr 

dans  laquelle  a  et  r  sont  premiers  entre  eux,  faire  voir 
qu'on  peut  y  trouver  un  nombre  illimité  de  termes  pre- 
miers avec  un  nombre  donné  quelconque  A. 

Cela  revient  à  dire  qu'on  peut  choisir  n  d'une  infinité 
de  manières  de  sorte  que  a  -f-  nr  soit  premier  avec  A. 

Pour  cela  ,  je  distingue  trois  cas  : 

1*^.  Celui  où  A  est  premier  à  la  fois  avec  a  et  /'. 

Soit 
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je  n'ai  qu'à  poser 

y^  z,  u  pouvant  d'ailleurs  varier  d'uae  infinité  de  ma- 
nières. Je  dis  que  A  sera  premier  avec  a  +  nr;  car  si  un 
facteur  premier  de  A  divisait  la  somme  a  -H  nr  comme  il 
divise  une  de  ses  parties  nr  (car  n  renferme  par  hypo- 
thèse tous  les  facteurs  premiers  de  A),  il  diviserait  l'autre 
parties,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  n  étant  premier 
avec  a» 

ii?.  A  est  premier  avec  un  des  nombres  a  et  r  seule- 
ment, avec  a  par  exemple. 

Soient 

r=a"p^,...,      A  =  a''  p^  .  . .  b^  c^  d' , . ,  .; 

je  n'aî  qu'à  prendre 

n  =  brc'd", 

c^est-à-dire  égal  au  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
de  A  qui  n'entrent  pas  dans  r  avec  des  exposants  quel- 
conques. Il  est  clair  alors  que  A  sera  premier  avec  aH-wr; 
car  si  a  ou  un  facteur  analogue  (c'est-à-dire  un  des  fac- 
teurs qui  entrent  dans  r)  divisait  « -f- nr  divisant  wr,  il 
devrait  diviser  a,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  parce  que 
a  est  supposé  premier  avec  r.  Si  c'était  un  des  facteurs 
&,  c  qui  n'entrent  pas  dans  r  qui  divisât  a  -j-  nr,  on  ar- 
riverait à  la  même  absurdité. 

Si  A  était  premier  avec  r  seulement,  on  raisonnerait 
de  la  même  façon. 

Passant  donc  au  troisième  cas ,  c'est-à-dire  à  celui  où  A 
n'est  premier  ni  avec  a  ni  avec  r,  alors  si 

r=a'*'p^',...,     a  z= //,...,  et  A  =  o^...  7?...  6*'c"..., 
je  choisis 

y,  z  pouvant  ôtre  quelconques.  Je  démontrerai  comme 
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précédeinmeni  qu'aucun   facteur  de  A  ne  peut  diviser 
a  -h  /ïr^  car  n  ayant  été  choisi  de  la  manière  indiquée,  ce 
facteur  diviserait  une  des  parties  de  la  somme,  et,  par 
suite,  diviserait  l'autre,  ce  qui  conduirait  à  une  absur* . 
dite. 

Note  du  Rédacteur,  Dans  les  cas  deuxième  et  troisième, 
quand  A  n'aura  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux 
qui  entrent  dans  a  et  r,  on  aura  7t=:i,  mais  quand 
a  +  ar  est  premier  à  A,  aH-(a  +  AA)r  l'est  égale- 
ment ^  il  y  a  donc  encore  dans  a  +  nr  une  infinité  de 
nombres  premiers  à  A. 

L'avantage  de  la  démonstration  précédente  est  de  ne 
pas  supposer  la  résolution  de  l'équation  indéterminée  du 
premier  degré  à  deux  inconnues.  Jacobi ,  dans  l'introduc- 
tion de  son  Canon  arithnieticus^  indique  une  démonstra- 
tion qui  suppose  cette  résolution ,  et  qui  peut  donner 
l'expression  générale  des  valeurs  de  n  qui  rendent  a  +  nr 
premier  au  nombre  A. 

On  y  lit  : 

((  Obser^o  si  A  r?^  B  in  ter  se  prinii  sint^  seniper  effici 
passe  addenda  ipsi  A  mulfiplum  ipsius  B  ut  pradeat  nu- 
tnerus  ad  alium  quendibet  C  primus,  Sit  enim  B'  factor 

C 

niaximus  ipsius  C  ad  B  primus  sive  —  factor  maximus 

commuais  ipsorum  B  ot  C  ideoque  primus  ad  numéros  A, 
A  -I-  «B^  erit  A-H  «B  ad  C  primus,  si  ad  B' primus  est, 
sub  forma  autem  A -h  aB  pro  dîversis  ipsius  a  valoribus 
couliuiinlur  numcri,  qui  rcspcctu  moduli  B'  ad  B  primi 
residua  quœcuiique  placct  relinquunt  ;  inde  eliam  forma 
A  -H  aB  coiitinet  numéros  ad  B'primos,  q.  d.  e. 

Il  y  a  ici  omission  ou  erreur  de  copie. 

Soient  i 

B  =  a    1/  r\  .   .  -Xp   f/  .  .     , 
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a,  b,  Cj.,*^p^  q,*,.^  J\  S  étant  premiers,  on  aura 


qui  n'est  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  de  C  et  B, 
mais  bien  un  multiple  de  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  296 

(TOirt.  XIV,  p.  142); 

Par  m.  de  JONQUIÈRES. 

Lieutenant  de  vaisseau. 


La  question  peut  s'exprimer  ainsi  : 

Étant  donnés  sur  un  plan  deux  systèmes  de  sept 
points  qui  se  correspondent  un  à  un,  trouver  dans  ce 
plan  deux  points  P,  P'  tels^  que  si  on,  les  joint  aux 
points  donnés,  respeciwement,  les  deux  faisceaux  ré- 
sultants soient  homo graphiques . 

Cette  question  est  déterminée ,  car  elle  comporte  quatre 
conditions,  savoir  que  les  quatre  rapports  anharmoni- 
ques 

V{abcd),     ^{ahce),     V[abcf),     V[abcg) 

soient  égaux  respectivement  aux  quatre  rapports  anhar- 
moniques 

P'(fl'ô'c'c/'},    V' {a' b' c' c) ,    V'{a'b'c'f'),    V  [a' b' </ g' ) , 

et  il  faut  précisément  quatre  éléments  pour  déterminer 
deux  points,  par  exemple  leurs  distances  à  deux  axes 
fixes,  telles  que  leurs  coordonnées  x ^  y. 
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Si  les  deux  systèmes  se  composent  de  six  points  cha- 
cun, au  lieu  de  sept,  la  question  est  i  nrtctermincc,*  puis  ^ 
qu'elle  ne  comporte  que  trois  conditions.  D'ailleurs  on  ne 
peut  pas  prendre  arbitrairement  un  point  P.  Donc  une 
infinité  de  points  satisfont  à  la  question,  et  ils  sont  dis- 
tribués sur  un  lieu  géométrique  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Cette  détermination  entraînera  évidemment  la  solution 
complète  du  problème  proposé ,  et  par  conséquent  elle 
constitue  la  seule  diflSculté  qu'il  présente.  En  effet,  si  ces 
lieux  géométriques,  relatifs  aux  systèmes  a,  i ,  c,  //,  «,/ 
et  a\  i',  c',  ^',  e',  /',  sont  deux  courbes  U  et  U'  et  sont 
deux  autres  courbes  V,  V  relativement  aux  systèmes  rt, 
£ ,  c,  €/,  e,  g^  et  a',  Ê'  c',  d\  e\  g\  il  est  clair  que  les 
points  communs  aux  courbes  U  et  V,  et  les  points  com- 
muns aux  courbes  U'  et  V,  seront  précisément  ceux  qui 
résolvent  la  question. 

Les  raisonnements  étant  identiques  pour  chacune  de 
ces  quatre  courbes,  il  suffit  de  s'occuper  de  la  courbe  U. 

Je  dis  qu'elle  passe  par  les  six  points  /2,  i ,  c  ,  /7,  e,y, 
et  qu'elle  n'a  pas  de  points  multiples  en  ces  points.  Car 
si  l'on  suppose  le  point  P  en  û,  par  exemple,  et  qu'on 
détermine  le  point  P'  tel,  que  le  faisceau  P'  (b' c' d'e'f) 
soit  homographique  au  faisceau  V  [bcdef)^  lequel  point 
a  toujours,  comme  on  sait,  une  position  et  une  seule ^ 
comme  la  direction  de  la  droite  Va  est  indéterminée,  on 
peut  dire  que  le  point  P  satisfait  à  la  question  que  le 
faisceau  V  [abcdef)  soit  homographique  au  faisceau 
V  (a'y  c'  d' e'f')'^  ce  qui  prouve  que  la  courbe  cher- 
chée passe  par  le  point  P,  qui  est  ici  le  point  a\  et  elle 
n'y  passe  qu'une  fois,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  pas  de  point 
multiple  en  ce  point,  parce  qu'il  n'existe  qu  une  seule  po- 
sition correspondante  du  point  P'. 

Cela  posé,  je  vais  démontrer  qu'une  conique  quelcon- 
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que  C,  menée  par  les  quatre  points  a  ,  b  ^  c  ^  dy  ne  peut 
rencontrer  la  courbe  cherchée  qu'en  deux  points  autres 
que  ces  quatre  là ,  ce  qui  suffira  pour  prouver  que  cette 
courbe  est  du  troisième  ordre. 

Soit  C  la  conique  homographiqite  passant  par  les 
quatre  points  a',  6',  c',  d' ^  c'est-à-dire  la  conique  qui  est 
capable  du  même  rapport  anharmonique  que  C  ,  ou  qui 
soits^tend  le  même  rapport  que  C.  Deux  points  fixes  O, 
O',  pris  sur  ces  deux  courbes  respectivement,  donnent 
lieu  à  deux  rapports  anharmoniques  égaux 

0[abcd),     0'[a'b'c' d'). 

Qu'on  prenne  sur  la  seconde  un  point  P'  arbitrairement; 
îl  lui  correspond  sur  la  première  un  point  P,  et  un  seul , 
tel  que  le  rapport  anharmonique  V [abce)  est  égal  au 
rapport  anharmonique  P  [a' b'  c'  e')  \  et  réciproque- 
ment, un  point  P  étant  pris  sur  la  première  conique,  il 
lui  correspond  sur  la  seconde  un  seul  point  P'  tel ,  que 
les  deux  rapports  anharmoniques  soient  égaux.  Donc  les 
deux  droites  OP  et  O'P'  tournant  autour  des  deux  points 
fixes  O,  O'  se  correspondent  anharmoniquemcnt.  Que 
Ton  considère  maintenant  le  rapport  anharmonique 
P'  [a'  b'  cff)  \  il  correspondra  au  point  P'  un  point  Pj  sur 
la  conique  C  tel,  que  le  rapport  anharmonique  Pi  (nbcj) 
sera  égal  à  P'  [a'  b'c'f) ,  et  la  droite  OPj  correspondra 
anharmoniquement  à  la  droite  O'  P'.  Donc  les  deux  droi- 
tes OP  et  OPi  se  correspondent  anharmoniquement ,  c'est- 
à-dire  qu'elles  forment  deux  faisceaux  homographiques. 
Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayons  doubles  (réels  ou 
imaginaires)  dont  chacun  détermine  ,  sur  la  conique  C, 
un  point  P  auquel  correspond,  sur  la  conique  C,  un  point 
P'  tel ,  que  les  deux  rapports  anharmoniques 

V'{ah'c'c')     et     V'[a'b'c'f') 
Ann.  de  Maihéwat.,  i.  Wll.  (Novembre  i^f^S.)  ^6 
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•ont  égaux  respectivement  aux  deixii  rapports  anharmo- 
iiiquos 

^(abre)    et     P{abc/). 

Le  point  P  appartient  donc  à  la  cqurbe  cherchée.  Et 
comme  il  n'existe  que  deux  rayons  doubles,  il  n^existe  aussi 
que  deux  points  semblables.  Ce  qu  il  fallait  démontrer. 

Donc  la  courbe  U,  lieu  des  points  P,  est  du  troisième 
ordre,  et  il  en  est  de  même  de  la  courbe  U',  lieu  des 
points  P'. 

La  démonstration  qui  précède  fait  voir  comment  on 
pourra  se  procurer  un  nombre  de  points  suffisants  pour 
construire  ces  courbes ,  et  elle  montre  aussi  de  quelle  ma- 
nière leurs  points  respectifs  se  conjuguent  deux  à  deux 
pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème.  On  connaît 
déjà  six  points  de  chacune  d'elles  :  ce  sont  les  six  points 
donnés  dans  chaque  système,  et  il  est  d'ailleurs  à  peu  près 
inutile  de  remarquer  que  si  le  point  P  est  placé  en  l'un 
quelconque  a  des  points  du  premier  système,  le  point 
conjugué  P'  ne  se  trouve  pas  en  a'  généralement. 

Les  courbes  V  et  V  sont  également  des  courbes  du  troi- 
sième ordre  passant  respectivement  par  les  six  points  a, 
ft ,  c ,  rf,  e ,  ^  et  a',  S',  c',  d\  e\  g'. 

Les  courbes  U  et  V,  ayant  en  commun  les  cinq  points 
ayb^Cj  d ^  e  se  coupent  en  quatre  autres  points  p^  q^  r, 
5,  et  les  courbes  U'  et  V  se  coupent  aussi  en  quatre  points 
p',  q\  r',  5'  autres  que  a',  £',  c',  d\  e'.  Les  quatre  pre- 
miers sont  les  points  P  et  les  quatre  autres  sont  les  points 
P',  qui  satisfont  à  l'énoncé  du  problème  général,  lequel 
admet  ainsi  quatre  solutions,  qui  peuvent  d'ailleurs  être, 
en  tout  ou  en  partie,  réelles  ou  imaginaires,  celles-ci 
marchant  toujours  par  couples  comme  de  raison. 

Quant  à  la  construction  des  points  p,  </,  etc.,  elle  s'ef- 
fecluo  ^éonicttiquementy  d'une  manière  très-simple,  sans 
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exiger  le  tracé  des  courbes  du  troisième  ordre  qui  sont, 
seulement  déterminées  par  neuf  de  leurs  points  respecti- 
vement. Mais  je  n'entrerai  pas  ici  dans  le  détail  de  cette 
question  accessoire,  qui  est  résolue  complètement  dans 
l'ouvrage  que  j'ai  publié  sous  le  titre  de  Mélanges  de 
Géométrie  pure  j  chap.  IV,  n°  4i. 

Mais  les  quatre  points  d'intersection  /?,  q^  r,  s  de  ces 
deux  courbes  ne  peuvent  pas  satisfaire  tous  les  quatre  à 
la  question,  et  par  conséquent  il  y  en  a  au  moins  un  qui 
lui  est  étranger.  Car  s'ils  satisfaisaient  tous  les  quatre, 
une  troisième  courbe,  construite  avec  les  six  points  a,  i, 
^9  ^'>  ft  S^  passerait  aussi  par  ces  quatre  points.  Cette 
courbe  et  les  deux  premières  auraient  donc  huit  points 
communs,  savoir,  a,  6,  c,  d  et  les  quatre  p^  q^  r,  s.  Par 
conséquent  les  trois  courbes  passeraient  par  un  même 
neuvième  point-  Ce  point  serait  e  à  l'égard  des  deux  pre- 
mières courbes, /"  à  l'égard  de  la  première  et  de  la  troi- 
sième, el  gk  regard  de  la  deuxième  et  de  la  troisième. 
Résultat  impossible.  Donc  le  problème  proposé  n'admet 
que  trois  solutions ,  ainsi  que  M.  Chasles  l'a  annoncé 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 


APPLICATION  DE  LA  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE 

(vohp  pafe  370)  ; 

Par  Ri.  PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences. 


§  II.  —  Discussion, 

8.  Soit  réquatioii  générale    des   sui^faces   du   second 

26.. 
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ordre 

J'admets  d'abord  que  cette  équation  renferme  le  carré 
d'une  au  moins  des  variables  jti,  o:,  ,  a^j,  de  arj,  par 
exemple,  et  qu'on  ait  rendu  positif  le  coefficient  «n  du 
carré  restant  ;  c'est  cette  lettre  qu'on  devra  placer  au 
sommet  de  gauche  du  descriminant  A. 

Puisque  a^  n'est  pas  nul,  on  peut  ordonner  Téqua- 
lîon  (T)  par  rapport  h  la  variable  Xj,  et  la  mettre  sous 
la  forme  suivante  : 

-H  {fin  a^,  —  a]^)  x]    +  {an  a^^  —  a\^)  x\  |__^ 

-f-2(rt,,  «a, a|îflf|3)'^7^3+  2  («H  «a*  —  ^h^h)  ^2-5^4  l 

-H  2(«,,Û34   —   a,3«,4)  XsXi  I 

ou 

f  Tn      I  •^  »  "^  ^3*  -2^;  -+-  /^24  ^1  -f-  /'■ia  ar  J  —  2  ^u  -^2  -^3  —  2  r,3  r,  r, 
\        — 2^,3X3^4=0, 

en  ayant  égard  aux  formules  (4)  ^l  en  posant 

X|   =  fl,|  Xi   -h    fl,2  J^a  -h   «13  «^3   -H   «14 '^4« 

Les  hypothèses  distinctes  qu'il  faudra  faire  pour  éluci- 
der complètement  tous  les  cas  possibles  sont  au  nombre 
de  quatre  ;  nous  allons  les  parcourir  successivement. 

Première  hypothèse. 

Le  déterminant  v^^  ou —  est  différent  de  zéro. 

9.  On  pourra  alors  continuer  la  décomposition  en  or- 
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donnant  par  rapport  à  la  variable  jr^,  ce  qui  donnera 

/^34 

après  avoir  posé  [voir  les  formules  4) 

r/flf33 1//I44  <fa33  ^«44  f/ûj3  do^^  da-n  da^^ 

ou,  en  faisant  usage  des  relations  (7)  et  (9), 


,  «11^33    , 


(1II){XÎ  4-/?34XiH xj  —  2 0:3 

(  PM  P^A 

Le  déterminant  Ôll  ou  -1 —  est  un  im^ariant;  cette  ex- 
da,^ 

pression  jouit  de  la  propriété  caractéristique  de  se  repro- 
duire, quelle  que  soit  la  transformation  de  coordonnées 
uni-modulaire  que  Ton  fasse  subir  à  Téquation  (I). 

10.    Supposons  que  l'invariant  - —  soit    différent  de 

zéro  5  on  pourra  encore  continuer  la  décomposition  par 
rapport  à  la  variable  jTj,,  et  Ton  obtiendra 

A,  4-^34  X,  H- -— — ^i-^- * •^4=o> 

Pzi  Pu  O44 

après  avoir  posé  (  i;o/r  les  formules  2) 

da^  da^f  tla^^ 

Si  enfin  Ton  a  égard  à  la  première  des  relations  (5),  on 
sera  conduit  à  la  forme  définitive 

ti,i 

/'/^.,3  r//74,  //^44 
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On   conclura  donc,   dans   Thypolbèse   actuelle,   que 

lorsque  Vmi^ananl  -r — est  différent  de  zéro^  P équation  (I) 

représente  des  surfaces  à  centre  unique  (théorème  n°  2). 
Les  coordonnées  du  centre  seront  données  par  les  équa- 
tions 

X|  =  0,     Xj  =  o,     X3  =  o. 

Pour  discuter  Téquation  (IV)  je  distinguerai  deux  cas. 
Premier  cas.  V invariant  -, —  et  le  déterminant  - 


étant  tous  deux  positifs j  on  voit  que  l'équation  (IV)  ap- 
partient au  genre  ellipsoïde,  et  que 

Si     A  <[  o,     on  a  un  ellipsoïde  réel  ; 

Si     A  =  o,     on  a  un  point  ; 

Si     Â  ^  o,     on  a  un  ellipsoïde  imaginaire. 

Second  cas.   Vins^ariant— —  étant    différent  de  zéro 

et  n  étant  pas  positif  en  même  tem.ps  que  le  détermi- 

nant — ?  l'équation  (IV)  appartient  au  genre  hyper- 

boloïde. 

Avec  A  ^  o,  ou  aura  à  considérer  : 

dà  (P  ^ 

da^i  da^^da^^ 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


?/'. 

d^                          d'à     ^ 
<;  0      et —  >  0, 

ce  f[ui  donne 

les  nllernances  désignes 

-i-     -f-     ■-•     -V 

(4o7) 

d^     ^  d'à. 

««4<  «Û33  «Û44 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  dans  ces  différents  cas  Thyperboloïde  à  une 
nappe. 

Avec  A  <^  o,  on  aura  à  considérer  : 

««44  ««33  ««44 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


««44  ««13  ««44 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


da^^  da^j,  da^ 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  Thyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin,  avec  A  =:  o,  on  aura  à  considérer 

d\  ^                      d'A 
I".  -7— >0      et ;— <o, 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 
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ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

-+-    -    H-; 
on  reconnaît  le  cône. 
Donc,  en  résumé, 

Si     A  <]  o,     on  a  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ; 

Si     A  =  o,     on  a  un  cône  ; 

Si     A  ^  o,     on  a  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

1 1 .  Supposons  maintenant  que  Tinvariant  — —  soit  nul. 
11  faut   remonter  à  l'équation    (III),  et   y   introduire 
Thypollièse  - —  =  (J^,^  =  o:  elle  devient  alors 

««4i 

V2       .  A'  J  «Il   ^34  «f,,   ^33        , 

X;    -f-  />>3S   A2   —    2 J";!  OC^  H X\   =  O. 

On   conclura   donc,    dans    l'hypothèse   actuelle,    (juc 

lorsque  Tmi^rtr/Vz^^ -^ — est  nul,  Véquadon  (I)  représente 

ries  surfaces  dénuées  de  centre  ou  possédant  une  infinité 
de  centres  [iV  2). 

Aiin  do  distulci  Tcqualion  (\  )  ()l)servoiis  qur  la  pre- 
mière des  relations  (5)  (§  F')  donne,  danî>  le  <  as  actuel, 
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ce  qui  moutre  que  A  el  ^34  sont  de  signes  contraires,  et, 
eu  outre,  que  A  et  d^^  s'annulent  eu  même  temps,  puis- 
qu'on suppose  /;s4  différent  de  zéro. 
Je  distinguerai  encore  deux  cas. 

Premier  cas.  Vinx^ariant  -- —  étant  nuL  et  le  discri- 

dau 

minant  A  différent  de  zéro^  l'équation  (V)  appartient  au 

genre  paraboloïde  5  et  si 

A<^o,  c'est-à  dire  Pu'^o,  on  a  un  paraboloïde  elliptique; 
A>o,  c'est-à-dire /?3,<^o,  on  a  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Second  cas.   IJinvariant  -, —  étant  nid  ainsi  que  le 

discriminant   A,    Téquation    (V)    appartient    au   genre 
cylindrique. 

On  voit,  en  effet,  parla  relation  (i),  que  si  A=:o, 
on  aura  (îj*  =  o,  et  réciproquement;  Téquation  (V) 
prendra  donc  la  forme 

d£i 


r/a33  «/^o      *  ^A 


t/fl33  da^^ 

et  si 

d'à     ^  r/A  ^ 

_>o     avec     — ->o, 

on  aura  un  cylindre  elliptique  imaginaire^ 

.       d'à     ^  dà    ^ 

si    ,  >  o     avec     -j—  <  o, 

on  aura  un  cylindre  elliptique; 

.      d'à       ^  dà  ^ 

si  - — -—  <  o     avec     -—  ^  o, 
r//733  <7/?j,  da-^y    ^ 

on  aura  un  cylindre  hyperbolique  5 
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SI  -; — -T — >o     avec     - — =o, 

on  aura  deux  plans  imaginaires  qui  se  coupent  ou  une 

droite  ^ 

c^'A      ^  €/A 

SI  - — - —  <  G     avec     --= —  =  G, 
da^  da^^  da^^ 

on  aura  deux  plans  qui  se  coupent. 

Seconde  hypothèse, 

rf*  A 

Le  déterminant  034  ou  - — - —  est  nul  y  et  le  déternu- 

da^i  da^t, 

nant  p,*  ou  - — j —  est  différent  de  zéro. 
'■  dOrx  da^^  '^ 

12.  Dans  cette  hypothèse,  il  faut  avoir  recours  à  l'équa- 
tion (II),  qui  devient  alors  : 

Le  coefficient  p^i,  étant  différent  de  zéro,  on  pourra 
ordonner  par  rapport  à  la  variable  x^  et  mettre  l'équalion 
sous  cette  forme 

Pu  '*I3  ~\~  f\7f\S 

—  2 X-i  Xi  ■=  G, 

après  avoir  posé  {voir  les  formules  4) 

ff'à  __       d'à  d'à  d*à 

"  A.-J  —     .  —  X-^  -—  x^  "~~     .  .       •'^4  > 


d{i.y,daii  da-i^don    '       da-i-^da^,,  dn^^^  da-i-x 

el  enfin,  en  ayanl  égard  aux  relations  (7)  el  (9),  et  y  in- 
Irodiiisanl  Thypclhèse  />3,  =.  o,  on  trouvera 

I  Vil)     XÎ4-y^i4  XiH x;  --  2 .r:  A-,   H x\z~0. 

Pu  P7é  Pu 


(4..I) 

13.  Supposons  que  l'invariant  CÎ44  soit  différent  de 
zéro  5  on  pourra  encore  continuer  la  décomposition  par 
rapport  à  la  variable  X9,  et  on  obtiendra 

XÎ-h/?«XÎ-h  -- — XJ-H- r '-i-x]  =  o, 

Pu  Pu  Ou 

après  avoir  posé 

d^        _^  dà  dùi 

00^4  0/744  aa}4 

ou  enfin,  en  faisant  intervenir  la  seconde  des  relations  (5), 

dà 

On 

(VIII)       X;  4-  -j —  X^  H -J--—  X;  -h  -7—-  rj  =  0. 

da22  ^^44  ^^44 

Or  on  admet  ^♦^^o,  el  ;?j4  =  o;  la  première  des  rela- 
tions (7)  donne 

(2)  ^44«..  =  -(r.4)^ 

d'où  il  résulte  que  - —  est  nécessairement  négatif. 
Avec  A  ^  o,  on  aura  à  considérer  : 

ce  qui  donne  les  alternances  de  sigiies 


2".  :7— <o     et      - — _-<o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 
-h     —     +     —  ; 
on  reconnaît  l'hyperboloïde  à  imc  nappe. 
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Avec  A<^o,  on  aura  à  considérer  : 
ce  (jui  donne  les  allernances  de  signes 


dttii  ^33  da^^ 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  Thyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin  avec  A=:  o,  on  aura  à  considérer  : 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

H-    —    -4-; 

ou  reconnaît  le  cône.    ' 

Cette  analyse  complète  le  résumé  correspondant  au  s(!- 

cond  cas  de  la  première  hypothèse  (10). 

i  /     c  .  ,,.  .  dA 

14.   Supposons   maintenant    que    1  invariant  -- —  soit 

nul.  Introduisant  cette  hypothèse  dans  Téquation  (MI), 
il  vient 

Pik  Pn 
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Or  la  seconde  des  relations  (5)  donne,  puisque  J44  =  o, 

(3)  A/>,,x=~(^,,)% 

ce  qui  montre  que  A  et  p^t,  sont  de  signes  contraires,  et, 
en  outre,  que  A  et  d^h  s'annulent  en  même  temps,  puis- 
qu'on suppose  ^7,4  différent  de  zéro. 

Je  distinguerai  deux  cas. 

Premier  cas.  Le  discriminant  A  est  différent  de  zéro. 

Alors  ^j4  est  différent  de  zéro,  et  on  voit  que  si 

A<^o,  c'est  à- dire  />2j]>o,  on  a  un  paraboloïde  elliptique; 
A^o,  c'est-à-dire /?a4<[o,  on  a  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Second  cas.  Le  discriminant  A  est  nid. 
Alors  (^84=:  o,  et  réciproquement.  Dans  ce  cas,  1  equa- 
«ion  (IX)  se  réduit  à 

dis. 

(X)  XÎ.H-^Xî^^^X:==o. 

da-ii  ^^44 

Or  la  triple  hypothèse  [^p^,,  =  o,  CÎ44  =  o,  (J24  =  o)»  intro- 
duite dans  la  première  et  la  seconde  des  relations  (7), 
donne 

(4)  '•m=o,     et     ^33  «Il  =  — ('•13)'; 
puis  dans  la  seconde  des  relations  (9) 

rs^p-iK  =  O, 

et,  comme  ^84  est  différent  de  zéro,  on  en  conclut  rjg  =  o, 
et  par  suite 

(5)  ^33  =  0. 

La  distinction  des  différentes  espèces  de  surfaces  ne 
peut  donc  plus  se  fonder  sur  la  considération  des  détermi- 


{  4M  ) 

nanls 

(PA  fia 

et 


qui  sont  nuls  tous  deux;  il  faut  y  substituer  les  détermi- 
nants 

ePA  dà 

et 


da^i  da^i  da^ 

L'ëquation  (X)  nous  conduira  aux  conséquences  sui- 
vantes : 
Lorsque 

d^A                         d}A      .  dA 
— —  =  o, T~  <  ®»  -T—  =  ^     ^'     A  =  G, 

d'A     ^  dA  ^ 

Si  3 — y— >o     avec  -7— >o, 

aa23  fto^^  (ta  2-2 

on  a  un  cylindre  elliptique  imaginaire; 

.       r/»A     ^  dA    ^ 

si  -7 — -—  >  o     avec  -r—  <  o, 

on  a  un  cylindre  elliptique: 

.       d'^       ^  dA  ^ 

<[  o     avec  - —  ^  o, 


da.i  da^i  dn^, 

on  a  un  cvlindre  hyperbolique  ; 

d'A      ^  cM 

^*  ":} — j —  Z>  ^    ^^^^^    T7 —  ^^  ^> 

on  a  deux  plans  imaginaires  qui  se  coupent  ; 

r/'A  dA 

SI  -r —  <^  O     avec     - —  =:  o, 

da2-2  dfty,  da^-i 

on  a  deux  plans  qui  se  coupent. 

Cette  étude  complète  les  résultats  établis  dans  la  pre- 
mière hypothèse  (11). 


(4.5) 

Troisième   hypothèse. 

Les  deux  déterminants  — —  et  - — - —  sont  nuls, 

15.  L'équation  (II),  à  laquelle  il  faut  maintenant  avoir 
recours,  devient 

XJ  -h/?23  x]  —  7. r,4  .r-  jTj  —  2 r,,  x^  .r^  —  ar.j  x^  x^  =  o. 

Or  cette  dernière  équation  peut  être  soumise  aux  transfor- 
mations suivantes  : 

X;—  (rM  .r,-f-  r,j  j:^)  (  ix^  -h  2  — .r,    H ^;=  o  ; 

ou,  en  posant 

r,3 

2X,  =  r,,  .r,,  -4-  r,a  x»  +  2 1:3  -f-  2  —  .Ti  ; 

'*I4 
Y     '*I3  ^ 

2  A.i  —  ^14  Ji^j  ^-  Tj-^  Xj  —  2X3  —  2  —  X^  \ 

'•m 

(XI)       X?  -  x;  -+-  x;  H-  """-P"  "^  ''^'•''""  x;  =0. 

Or  en  y  faisant  p,*  =  o^  /7j4  =  0,  les  trois  premières  des 
relations  (7)  (§  P')  donnent 

(6)  \  (Î33^.i  =  —  ^Î3; 

->2  rt|i  rr:  —  '  1  j  j 

mais  la  troisième  du  groupe  (9),  c'est-à-dire 

^23  «M   =   ''13   '•12-+-   r.^pn 

nous  conduira  à 

.     .  .,    _        r],p\^  +  2r,2r,3 /-„/;„. 

^32  O33   —   0  2  3    = "1 ? 


(  4i6  ) 
et  comme  ( relations  5,  §  P*^) 

il  en  résulte 

(7)  ^  = r  ('••4  Pn  4-  2  r„  /-.j). 

16.  Si  l'on. suppose  ■- —  diflerent  de  zéro,  ce  qui,  en 
vertu  de  la  relation 

exige  que  f\i,  ne  soit  pas  nul,  et  montre,  en  même  temps, 
que  - —  est  essentiellement  négatif,  l'équation  (XI)  peut 
s'écrire  : 

(XII)  X  î  -  X^  H-  X^  -h  «..  -A.  ^J  ==  o  ; 

par  suite,  si 

A  <[  o,     on  a  un  hyperboloide  à  deux  nappes; 

A  =:  G,     on  a  un  cône; 

A  ^  G,     on  a  un  hyperboloide  à  une  nappe. 

il,   Admellons,    en   second   lieu,  que  rinvariant- — 

soit  nul. 

Les  Irois  hypothèses 

/Av.  =-  o,     p,,  —  o,      6^,  =T.  o, 

donnent,  d'après  les  relations  (;*))  îi^  P'. 


{«) 


Oy,     ~     o,  Ôr, 


puis,  d'après  la  première  des  relations  (7)  ^1'', 
(9)  ''m  =  o; 


(417) 
el  eiifin  d'après  la  première  des  relations  (lo),  §  I**^, 

(lo)  A=:0 

D'un  autre  côté  l'équation  (II)  se  réduit  à 
(XIII)      XJ  —  2r,3  XiX^  —  2  rn^z^i  -H /?»  ^!  =  o. 

C'est  un  cylindre  parabolique. 
Ainsi,  lorsque 

d^^  d'à  dà 


flffl33  da^^  da,2  da^^  da^ 

ce  qui  entraine  comme  conséquence  A  =  o,  Véqua^ 
tion  (I)  représente  un  cylindre  parabolique. 

Ceci  suppose  que  r^  et  ri,  ne  sont  pas  nuls  en  même 
temps. 

Si  Ton  avait  ri8  =  o  et  Tj,  =  o,  ce  qui  donnerait, 
d'après  les  relations  (7)  §  P"", 

et  réciproquement,  l'équation  (XIII)  deviendrait 
(XIV)  XÎ+/?„^î=o, 

et  représenterait  deux  plans  parallèles  imaginaires,  si 
d}  A 


da-xi  da^ 
deux  plans  parallèles,  si 


da^  da^^ 
deux  plans  qui  se  confondent,  si 


>o; 


<o; 


d^^ 

G. 


da^i  da^ 
Ann,  de  Mathématiques^  l.  XVII.  (Novembre  i858.)  9.y 


(  4«8  ) 
Qualricme  liypo thèse. 
U équation  (I)    ne   renferme  aucun   des   carrés  x|, 

18.  Dans  ce  cas,  il  faut  nécessairement  admettre  que 
Téquation  proposée  renferme  au  moins  un  des  rectangles 
.Tj  Xi^  Xi  Xi^  X2  J*8.  Nous  conviendrons  alors  de  placer  au 
second  rang  de  la  première  ligne  du  discriminant  A  le 
coefficient  a^  du  rectangle  Xi  x^  qu'on  suppose  exister 
dans  l'équation. 

Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  l'équation  (I) 
se  présente  sous  la  forme 

(  XV  )        2  «12  ^1  ^2  4-  2  flr,3  j:,  ^3  H-  2  «r,»  a:,  ^4  4-  2  /ïj^  x,  .r, 
H-  a  a-i^  .rj  J-4  -h  2  «34  ^3  ^4  -h  «4i  37J  =  G. 

On  arrivera  encore  à  la  décomposition  en  carrés,  en 
suivant  la  méthode  indiquée  par  M.  Moutard.  On  prend 

les  dérivées  du  premier  membre  (p  (Xj,  X2,  oT;,,  Xi,)  do 
l'équation  ci -dessus  par  rapport  aux  variables  x,  et  x^. 
faisant  partie  du  rectangle  qui  n'a  pas  disparu,  ce  qui 
donne 

1  do 

2  r/.r, 

I      <^/rJ 

-  - —  =  r/,,  .r,  -f-  r/,,  /r,    -f-  ^21  r.  ; 

puis  on  remarque  que 


fi] .,  ^\  '^j  -+-  ^12  âr,3.r,  .r.T  -h  «,2  «n  .?-,  0:4 


\      " / 

I    -f-  rt,2  «r,  ^2  -^n  +  ^'12  ^2<  -^2  «^'i  r 

I    -+-  «n  <7,,  x] 

à  celle  équation  ou  ajoute  l'équation  (X\'),  après  avoir 


(4«9) 
multiplié  ses  deux  membres  par  —i  il  vient 

I      dm     dta  1  ,  V 

2 

d'où  Ton  conclut,  après  avoir  posé 


2    \  aJ?!  «X2/ 


(XVI)     X;  —  Xj  —  4  «13  «23  ^',  +  4  (««2  ^34  —  «23  «M  —  «I»  «m)  -^3  X^ 

-f-  2  (/7t2  «4«  —    2  «14  «34)   a:J  =  G. 

19.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'aucun  des  coeffi- 
cients ^13,  «83  ne  soit  nul;  on  pourra  alors  former  le 
carré  par  rapport  à  la  variable  0:3,  et  on  trouvera 

ix;  —  xj  —  4«n«33Xj 
lat^ani^iiOu  —  2fl,4flra4)"|-(fl|aflr34  — fl,4flaa  — «i3«24)^      ,  
H                                                                                                             «^4  —  ^J 
fl«3  «J3 

en  désignant  par  Xg  la  fonction  linéaire 

«12  «3<  «M  «53  «13  «a< 

X- Xi . 

2«n«23 

Or  si,  dans  les  formules  (3)  et  (4)  (§  I*"")?  on  introduit  les 
hypothèses  particulières 

«M  =  «22=«.n=  o, 

il  vient 

^44  =  2  a, 5  a, 3  /723> 

*     ^33    =    —   «I2(«I2«4«    —    2^,4   ««), 

03«    =   «12  («12  «3<  «H   «23   «IS  «24)' 

27. 


(  4^0  ) 


La  première  de  ces  égalités  nous  montre  que 


est  différent  de  zéro  et  négatif*,  les  autres  nous  permet- 
tent d'écrire  ainsi  qu'il  suit  l'équation  (XVII)  : 

î  —  XJ  —  4a,3  «23  X;  -h  -4 r—  :rî  =  o, 

«,  J«13flj3 

ou  enfin,  si  Ton  a  égard  à  la  première  des  relations  (5), 
(xvin)     X;  -  x;  -  4«.3««XJ  -h  -^  x\  =  o. 

«13  «23 

Or  nous  avons  supposé  que  les  coefficients  a^,  «u,  ^r,s 
n'étaient  pas  nuls,  ce  qui  exige,  d'après  la  seconde  des 
formules  (11),  que  CÎ44  soit  différent  de  zéro. 

Discutons  maintenant  l'équation  (XVIII)» 

Avec  A  >  o,  on  aura  à  considérer  : 

1°.  «13  âf23  ^  o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


2**.  rt,5  «23  <  o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 
Avec  A  <^  o,  on  aura  à  considérer  : 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


(  4a.  ) 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes  ; 

H-     --     +     +; 

on  reconnaît  l'hyperboloïde  a  deux  nappes. 
Avec  A  ==  o,  on  aura  à  considérer  : 

1°.  âf,3a23>o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

H-    —    — ; 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

4-     —     4-; 

on  reconnaît  le  cône. 

20.  Admettons,  en  second  Heu,  que  Tun  des  coeffi- 
cients «18,  «as?  ou  tous  deux  ensemble,  soient  nuls-,  on  a, 
comme  conséquence  immédiate, 

^44  =  o  ; 

et,  réciproquement,  si  d^k  =  o,  l'un  ou  Tautre  des  coeffi- 
cients ais,  ass  sera  nul. 

Dans  le  cas  actuel  5  l'équation  (XVI)  deviendra,  si,  par 
exemple,  «13  =  o  : 

X'   —   XJ  -f-  4(««2^34  —  «I4«m)'^3^4 


(XIX)  ^  ,  .       , 

Or,  d'après  les  relations  précédentes  (11),  on  a 

/?3t  —  —  «'a  > 

^;i4  —   ^'i3  (^'34  f^vi  —  «14  «23)  ; 


(    422    ) 

d'où 

On  voit,  d'après  la  valeur  ci-dessus ,  que  cÎ84  n'est  pas 
nul ,  si  Ton  n'introduit  pas  d'autre  hypothèse  que  celles 
que  nous  avons  admises  5  et,  par  suite^  il  en  est  de  même 
de  ù:  on  remarquera,  en  outre,  que  A  est  essentiellement 
positif. 

L'équation  (XIX)  représentera  alors  un  paraboloïde 
hyperbolique  j  conséquence  qui  se  trouve  incluse  dans  les 
conclusions  du  n**  H. 

Supposons  enfin  A  =  05  ce  qui  exige  que  (^34  soit  nul, 
et  réciproquement.  L'équation  (XIX)  se  réduit  à 

ou,  en  ayant  égard  aux  relations  (i  i) , 

(XX)  X?  —  X;  —  2  —  x]  =  0. 

Or,  dans  ce  cas, 


(la y,  da,, 
011  aura,  par  suite,  à  considérer 

-—  <  o     avec  -p-  $  o , 

(ia:sy  f^(U  i  da^ ,  ^ 

ce  (jui  donne  un  cylindre  hyperbolique  ; 

d'!^       ^  cil 

o     avec  -  —  =  o, 


ce  qui  donne  deux  plans  qui  se  coupent. 

21.  Cette  discussion  détaillée  nous  montre  que  tous  les 
genres  et  loules  les  espè((\s,  dans  les  surfaces  du  second 
ordre,    se  trouvent    parfaitemeni    caractérisés    clans     les 


(  4^3  ) 
tableaux  suivants,  qui  en  présenteront  le  résumé  sous 
plusieurs  points  de  vue. 

Besumés. 

1».   -  nrVAllXANT  -5~  BXFFËRBHT  BB  ZÉRO. 

1^*^  FAMXIJLE.  —  Surfaces  à  centre  unique. 

P*^  CAS.  —  V invariant  — —  et  le  déterminant —  tous  deux 

da^s  da^z  aa^i 

positifs;  genre  ellipsoïde. 

l  négatif. .  .     Ellipsoïde  réel. 
Discriminant  A  /  nul Point. 


(  positif.  .  .     Ellipsoïde  imaginaire. 


N.  B,  Le  déterminant  - — - —  ne  peut  pas  être  nul  dans  ce 
a^33  da^^ 

cas. 

d\ 
II*  CAS,  —  V invariant  -. —  étant  différent  de  zéro  et  n* étant  pas 
da^^ 

d^A 
positif  en  même  temps  que   le  déterminant-- — - — \  genre 

hyperboloïde. 

!  négatif. . .      Hyperboloïde  à  deux  nappes, 
nul Cône, 
positif. . .     Hyperboloïde  à  une  nappe. 

d'\ 

N.   B,  I.e  déterminant  — —  peut  être  quelconque,  posi- 

da:,^da^, 

tif,  négatif,  on  nul. 


(  ^M  ) 
20.  —  nwARiAivT  ^  mn.. 

A*'  FAMZIAB.  —  Surfaces  dénuées  de  centre  ou  poMédant 
une  infinité  de  centres. 

d^ 

P'  CAS.  —  Vimariant  -, —  étant  nul  et  le  discriminant  A  diffé' 
da^t 

rent  de  zéro;  genre  para  boloïde, 

négatif. . .     Paraboloïde  elliptique. 


^  positif.  . .     Paraboloïde  hyperbolique. 

N,  .£.  Le  déterminant  - — ~ —  peut  être  quelconque,  posi- 

tif ,  négatif,  ou  nul  ;  seulement,  il  ne  peut  pas  être  nul  en  même 

d^à  .,         ,     .       . 

temps  que  -7 ; —  >  car  il  en  résulterait  A  =  o. 

danda^t 

IP  CAS.  —  L'invariant  — —  et  le  discriminant  A  étant  nuls; 
genre  cylindrique, 

d^A  d'à 

F.  Les  deux  déterminants  — —  et —  n  étant  pas 

da^s  aati        da^^  dati 

Nuls  en  même  temps  : 

d'^      ^  d^  ^  ..    .       1, 

\ ; —  >  O,      - —  >  O,     cylindre  elliptique  imaginaire; 

1  rf^aa  da^i  da^sT, 

d^^  dùi 

>  o,      - —  <!  o,     cylindre  elliptique  ; 

da^^  aa,,  ^  da^^  ^  j 

; —  <C  O,      - —  ^  O ,     cylindre  hyperbolique  ; 

(  da,,da,,  ^  da^^  <      '        ^  Jf 

,        r/^A      ^  r/A  ,  ..... 

\  -, r—  ^  Oj     -; —  =  o>      deux    pians   miai'inaires   qui    se 

\  da,:,  da^t,  ^  da^^, 

coupent  ou  une  droite; 

./^A         .            ^/A  I  1  • 
; —  <  O,      =  O,     deux  plans  qui  se  coupent. 


(4^5) 

Si 

d'ts.                            d'à 
da^i  da^                        dai2  ^^n 

//^A      , 

rfA  ^                 ...       ... 

><o. 


^  ^  »  1 —  ^  ^  >     cylindre  elliptique  imaginaire  ; 

aa  22  dai4  da  22 

(Pb.  dà  , 

-; — -= —  >  o ,  -; —  <;  o ,     cylindre  elliptique  ; 

da^da^i  da22 

(       d^^  dà   ^ 

,  -z —  <  o ,  -- —  ^  o ,     cylindre  hyperbolique  ; 

f  da22dfiii  dan  ^      '       *  •'■^  ^ 

j>  o ,  -7 —  =  o ,     deux  plans  imaginaires  qui  se 


da22  dati  da 

coupent  ou  une  droite; 

€p  A  dà 

<I  o,       --  -  =  o ,     deux  plans  qui  se  coupent. 

da2i  datt  da22  . 

^  A  d^à 

IP.   Les  deux  déterminants  -r —  et  -; — -; —  étant  nuls  en- 

même  temps  : 

^.  dtk.        dà  .    .  1    *.  .  1-1 

1°.  Si  -r —  et  -r —  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  on  a  uq  cylindre 

«/«33        da22 

parabolique  ; 

^.  dà  dà 

2°.  Si  3 —  =  o  et  - —  ==  o , 
««33  da22 

I       tP  à 

]>  o,     on  a  deux  plans  parallèles  imaginaires; 


I  da22  da^s 
I      d'à 
da22  da^z 
d'à 
\  dandai:s 


<  o,     on  a  deux  plans  parallèles; 

=  o  y     on  a  deux  plans  qui  se  confondent. 


N.  B,  Les  hypothèses  - —  =  o,  -; ; —  =  o, -—  ~  o 

''^  .    da^s  doy^da^i  dai2daii 

entraînent,  comme  conséquence,  à=zo;  mais  il  n'y  a  pas  réci> 

procitc. 


(  4^6  ) 
22.  On  pourra  résumer  ainsi  les  signes  caractéristiques 
des  dilïérents  genres  de  surfaces  : 

Genre  ellipsoïde.  L'invariant  -- —  et  le  déterminant 


d*à 
sont  tous  deux  positifs  ;  - — - —  n'est  ja- 

mais  nul. 

dA  .    , 

Genre  hyperboloïde.  L'invariant  —  est  différent  de  zéro    et 

««4< 

n'est  pas  positif  en   même  temps  que  le 

déterminant  - — - — >  qui  d'ailleurs  peut 
da^z  daii 

être  nul. 
Genre  paraboloïde.  L'invariant  - —  est  nul ,  et  le  discriminant 

««44 

£/*A 

A  est  différent  de  zéro  ; —  peut  être 

nul. 
Genre  cylindrique.  L'invariant  — —  et  le  discriminant   A   sont 
tous  deux  nuls. 

23.  On  peut  encore  dire,  si  l'on  convient  de  regarder 
rt'llipsoïde  imaginaire,  comme  une  surface  réglée  : 

Discriminant  négatif.  Surfaces  réelles  dénuées  de  génératrices 

reotilignes. 
Discriminant  positif.   Sîirfaccs  réglées  gauches. 
Discriminant  nui.  Surfaces  réglées  développables 

24.  îNoiis  aclièvcroiis  colle  discussion  en  énonçant  les 
conditions  clctcriuinaulcs  des  surfaces  particulières  du 
s(»('()nd  dcgiM'. 

Pour  fjuc  l'équation  i;éncralc  du  sccon<l  dcgié  roprc- 
scnlo  : 


(427) 

Un  cône  y  il  faul  et  il  suffit  que 
\n  paraboloïde,  il  faut  et  il  suffit  que 


3I-=o,     et     A^o; 


\n   cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,   il    faut  et   il 
uffit  que 

d^ 

in  cylindre  parabolique,  il  faut  et  il  suffit  que 

dà                       d'à  d^A 

=  0,       -; --  =  0, 


dOii  '       da^^dati  '       da^^dati 

deux  plans  qui  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit  que 

I    dà  r/»A      . 

r/A  1  ««33  da^^da^^^ 

- —  r=:  O,       A  =  O      et      ^ 

da^^  ï    dà  cPA 

-7— =  0,  SI T—=0'r 

da^-i  da^z  da^^ 

deux  plans  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que 

dà  dà  dà 

3 — =o,     -, —  =0,      ■- — ==0, 

"^U  "Ûr33  rtflfj2 

d'à  d'à 

=  o>      -: ; —  =  O. 


da^^da^^  darlda^^ 


Note,  Le  théorème  sur  des  normales  inséré  (t.  XVI, 
|>.  4^4)  ^sl  consigné  dans  un  Mémoire  de  M.  Liouville  et 
inséré  dans  son  journal  (t.  VI,  p.  4o3).       (Dewulf.) 


(  4î^8  ) 
SOLUTION  DES  OUESTIONS  4«1  ET  402 

(TOlrt.XVI,p.401); 

Par  m.  DEWULF. 


Equation  générale  des  dèi^eloppées  en  coordonnées 
linéaires  (voir  Note  à  la  fin). 
Soient 

dx 

les  équations  d'une  courbe  de  degré  n  et  de  sa  normale 
on  un  point  [x,y). 

Les  coordonnées  linéaires  de  la  normale  sont  [Nou- 
velles Annales  ^  t.  VU,  p.  lo) 

df  _df 

I    \  d.r  dy 


df  df        '^  df  df 

y  — X  — —  y  —  — —  X  — 

dx  dy  dx  dy 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 
(  3  )  px-^  qy  =  \. 

En  éliminant  x  en  y  entre  les  équations  (i),  (2),  (3), 
nous  aurons  une  équation  entre  p  ei  q^  qui  sera  l'équa- 
tion de  la  développée  de  la  courbx.^  (i)  en  coordonnées 
linéaires.  D'apiès  le  théorème  de  Bezout,  cette  équation 
sera  de  degré  n^.  Donc  la  développée  d'une  courbe  de 
degré  n  est  de  la  classe  n'^  (*). 


^'*)  L'ordre  ost  Sn  [n  -  i  ).      Tm. 


(4^9) 
Ceci  démontre  un  théorème  de  Steiner  énoncé  t.  XIV, 
p.  233. 

Pour  Tellipse 

les  calculs  précédemment  indiqués  donnent  Féquation 


et  pour  l'hyperbole 
l'équation 


P'      7'-^' 


ici  C«  =  A*-hB*. 

Solution  de  la  question  401. 


Soit 


x^      r» 


l'équation  de  l'ellipse  donnée.  La  droite  dont  on  cherche 
l'enveloppe  a  pour  coordonnées  linéaires 


I  I 

X  ^         Y 


Eliminant  x  et  y  entre  ces  trois  équations,  nous  aurons 
l'équation  cherchée  de  l'enveloppe,  c'est 


I  I     


Celte  équation  représente  évidemment  le  développement 


(43o  ) 
d'une  (ellipse  duiit  les  axes  sont 

A  =  6 7"  y 


Soit 

^'  ~"  ZT»  ~  ^ 

réqiiation  de  Thyperbole  donnée,  Fenveloppe   cherchée 
aura  pour  équation 

I  I    

qui  représente  la  développée  d'une   hyperbole  dont  les 
axes  sont 

ah  , _  ftb   ' 

On  trouve  avec  la  même  facilité  l'équation  des  coor- 
données linéaires  de  la  surface  enveloppe  de  la  ques- 
tion 402. 

Une  surface  peut  être  représentée  par  le  système  de  deux 
équations 

(0  /(/^  7>'')  =  f>>      <^"     pX-hgY  -h  rZz=zi;  (2) 

/;,  {fj  r  étant  des   coordonnées   linéaires,  l'équation   (i) 
suffit  seule  à  représenter  une  surface. 

L'équation  du  plan  dont  on  cherche  l'enveloppe  en 
coordonnées  ordinaires  est  évidemment 

X         Y^        Z  _ 

9.  .r        p.  ^        9.Z 

.r ,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  ({u  on  projette  sur 
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les  trois  plans  coordonnés.  Nous  avons  donc 

I  I  I 

2  J7  Hy  2  2 

Si  le  point  x^y^  z  appartient  à  Tellipsoïde 

rélimination  de  x,  j ,  z  entre  les  quatre  dernières  équa- 
tions nous  donnera  l'équation  de  la  surface  enveloppe 

Il  est  facile  de  passer  au  cas  des  hyperboloïdes. 

MM.  Sacchi  (Joseph) ,  de  Milan,  et  Mendès,  élève  du 
lycée  Saint-Louis,  résolvent  la  question  401  directement. 
MM.  Laquière  (Marins)  et  Carenou,  élèves  du  nême 
lycée,  font  observer  que  si  l'on  projette  chaque  point 
d'une  parabole  sur  l'axe  et  sur  la  tangente  qui  passe  par 
le  sommet,  l'enveloppe  de  la  droite  qui  réunit  les  deux 
projections  est  une  parabole  du  second  degré. 

M.  J.-Cli.  Dupain,  professeur,  ramène  le  problème  à 
une  question  de  diop trique. 

Note  du  Rédacteur.  Soient 

(i)  px-\-qx=i 

l'équation  d'une  droite; 

/(>,^)=o, 

une  relation  donnée  entre  p  et  q*.  on  trouve  pour  enve- 
loppe de  la  droite  fi) ,  par  le  procédé  connu, 

(p(/?,^)=0, 
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OÙ  qp  est  une  fonclion  connue:  -?  -  sont  les  coordonnées 

^  P  q 

linéaires  de  la  courbe  enveloppe,  dénomination  îutro* 
duite  par  M.  Plûcker,  qui  nomme  coordonnées  par  points 
(punk-coordinaten),  le  système  cartésien  psir  points  \  il 
est  évident  qu'on  peut  passer  d'un  système  à  l'autre.  Nous 
avons  jugé  nécessaire  de  rappeler  ce  quW  lit  JVouuelles 
Annales^  t.  VII,  p.  lo. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  451 

(Tolr  page  860); 

Par    m.    a.    TERQUEM, 

Élèye  au  lycée  Saint-Louis. 


Une  hyperbole  équilatère  homofocale  à  une  ellipse 
intercepte  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  circonscrit  à 
l'ellipse  deux  cordes  égales . 

Démonstration.  Soit  l'équation  de  l'ellipse 

celle  de  l'hyperbole  équilatère  homofocale  est 

Les  équations  des  tangentes  perpendiculaires  seront  de  la 
forme 

et 


m        y   m^ 
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Je  cherche  l'intersection  de  la  première  tangente  avec 
l'hyperbole  ;  les  abscisses  sont  données  par  l'équation  du 
second  degré  suivante  ; 


=  0. 
2 


La  différence  des  racines  se  .trouve  immédiatement 
ou,  en  réduisant  et  élevant  au  carré, 

La  différence  du  carré  des  ordonnées  s'obtient  aussi  im- 
médiatement en  substituant  les  valeurs  de  jc' et  de  a:'' dans 
Téquation  de  la  tangente 

En  désignant  par  /  la  longueur  de  la  corde,  on  aura 

Cette  valeur  de  P  ne  variera  pas  si  on  remplace  m  par 

*- — ;  donc  les  deux  cordes  sont  égales.  c.  o.  f.  d* 

Note.  La  longueur  de  la  corde  varie  avec  la  fraction 

-\  en  remplaçant  /;/  par  tang  a  ,  on  trouve 

I  4-  tane'  a  i 

E —  :=z ^  z=L  sec  2a. 

I  —  tang'^  a       cos  2  a 

Le  maximum  est  pour  2  a  =  90°  ou  a  =  4^°  ;  la  tangente 
est  parallèle  à  Tasymptote^  le  minimum  pour  2a  =  180, 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  l'hyperbole. 
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QUESTIONS. 


452. 


(SCHLÔMILCH.) 

453. 

/  =  log  népérien. 

(ScHLÔlCILCB.) 

454.  Dans  une  courbe  plane  du  troisième  degré,  les 
trois  sommets  du  triangle  des  asymptotes  et  les  trois  som- 
mets du  triangle  des  tangentes  aux  points  d'inflexion 
sont  sur  une  même  conique.  (Faure.) 

455.  Par  une  droite  donnée  par  ses  deux  projections, 
mener  un  plan  tel,  que  ses  deux  traces  ne  forment  qu'une 
seule  et  même  droite.  (Solution  graphique.) 

456.  Dans  un  plan  donné  par  ses  deux  traces,  mener 
une  droite  telle,  que  ses  deux  projections  ne  forment 
qu'une  seule  et  même  droite.  (Solution  graphique.) 

457. 

(Catalan.) 
458. 

lim  ( 1 h.  .  .  -f )  =1.9.  (pour  «  infini). 

(Catalajv.) 
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NOTE  SUR  LE   THÉORÈME  FOGAL 

Démontré  p.  179  (question  413); 

Par  m.  DEWULF. 


Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  géné- 
ral (IX)  de  M.  Laguerre-Verly  (tome  XII,  page  63).  Il 
nous  semble  utile  de  rappeler  ce  théorème  : 

Soit  (f  =  o  réquation  {Tune  conique,  axes  rectangu- 
laires y  et  (y — 13)*  -f-  (^  —  «)*  =  o  r équation  d\m  cercle- 
point  et  aussi  du  système  de  deux  droites  imaginaires 
passant  par  le  point  réel  (a,  jS).  La  conique  ^  le  cercle 
se  coupent  en  quatre  points  imaginaires,  donnant  lieu 
à  deux  droites  réelles;  soient  X  =  o^  Y  =  o  Ze^  équations 
de  ces  deux  droites  réelles, 

M.  Laguerre-Verly  les  nomme  directrices  relativement 
au  point  (a,i3);  l'équation  (j^  —  ^Y -h  (x — a)'=iXY, 
où  i  est  une  constante  arbitraire,  représente  le  faisceau 
de  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  imaginaires , 
et  par  conséquent  aussi  la  conique  y  =  o  ;  et  l'on  en  con- 
clut que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de 
la  conique  au  point  (a,  |3) ,  divisé  par  le  produit  des  dis- 
tances de  ce  point  de  la  conique  aux  deux  directrices, 
donne  un  quotient  constant  X  :  c'est  le  théorème  VIII. 
Ensuite,  à  l'aide  de  considérations  homographiques ^ 
M.  Laguerre-Verly  établit  le  théorème  : 

Soit  F  un  point  fixe  pris  dans  le  plan  d^une  conique, 
A  et  k!  deux  points  fixes  sur  cette  conique;  un  angle 
dont  les  côtés  passent  constamment  par  ces  points  et 
dont  le  sommet  se  meut  sur  la  conique^  intercepte,  sur 

28. 
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une  des  droites  directrices  correspondantes  au  point  F, 
un  segment  vu  de  ce  point  F  souf  un  angle  constant, 

El  l'auteur  énonce  aussi  le  cas  où  F  est  un  foyer,  et 
celui  où  la  corde  AA'  passe  par  le  point  F. 

Note  du  Rédacteur,  Nous  saisissons  avec  empresse- 
ment cette  occasion  de  rapporter  Tattention  sur  un  des 
plus  beaux  travaux  qu'on  ait  faits  sur  les  coniques,  tra- 
vail fondé  sur  une  conception  neuve,  sur  une  idée  créa- 
trice, chose  si  rare.  Le  profond  penseur  avait  promis  une 
suite  :  c'était  en  i853.  Nous  sommes  en  i858. 


NOTE   SUR  LES  DEUX  THÉORÈMES   D^APOLLONIIIS 

Relatifs  aux  diamètres  eonjsgoés  des  coniques  *, 

Par  m.   Eugène  ROUCHÉ, 
Professeur. 


Soit  Téquaiion  polaire  d'une  ellipse 

le  pôle  est  au  centre  et  Taxe  focal  est  Taxe  polaire  ;  p  est 
un  demi-diamètre.  Désignant  par  0  Tangle  que  fait  p  avec 
son  conjugué,  on  a 


(0 


sin^  ô 
on  a 


r 


sirro)        cos- w 
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trou 


(3)  ,-_i.=  (l_i.)cos=.. 

Le  carré  de  la  dérivée  de  Téquation  (2)  est 

=  (i-i)'*^"'"*'*'*'"=-(p~'-i)(''-'-f')' 


p" 

OXl 


et  d'après  l'équation  (i) 

(4)  p*-p^a'+b')  +  ^^  =  o. 

Désignant  par  a'*  et  fe'*  les  carrés  des  demi- diamètres 
conjugués  qui  font  entre  eux  l'angle  0,  on  a  donc,  en 
vertu  de  cette  équation, 

a''  -+-  b'^  =  a»  -f.  b', 

ab 
sind 

ce  sont  les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 

La  correspondance  du  maximum  de  d  à  l'égalité  des 
diamètres  conjugués  devient  intuitive  d'après  l'équa- 
tion (4)9  qui  est  d'ailleurs  très-propre  à  fournir  la  limite 
de0. 
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SEGMENT  SPBÉftlQUE  A  UNE  BASE; 

Par  un  ANONYME. 


M.  Mas  Saînl-Gueral,  professeur  au  collège  de  Toulon, 
a  indiqué  la  solution  suivante  de  la  question  d'examen 
pour  l'admissibilité  à  TEcole  Navale,  citée  dans  le  nu- 
méro du  mois  d'août  ;  cette  solution  fi^ exige  pas  la  con- 
naissance de  V expression  du  volume  de  la  sphère  dont 
alors  on  peut  la  déduire. 

i^.  Il  est  évident  que  si  l'on  prend  un  segment  à  deux 
bases,  le  centre  étant  situé  d'un  même  côté  des  deux  bases, 
le  volume  de  ce  segment  est  compris  entre  les  volumes 
des  deux  cylindres  de  même  hauteur  que  ce,  segment,  et 
ayant  pour  base,  l'un  la  plus  grande  base,  l'autre  la  plus 
petite. 

2^.  Nous  admettons  aussi  que  pour  h  =  o  le  volume 
d'une  calolte  spliérîque  à  une  base  est  nul,  par  consé- 
quent on  doit  avoir  simplement  pour  cette  calolte 

Soit 

une  seconde  calotte  à  une  base  et  telle,  que  le  centre  ne 
tombe  pas  entre  les  bases  de  ces  deux  calottes,  ce  qui  peut 
avoir  lieu  en  prenant  h  —  /i'  suffisamment  petit,  h  étant 
supposé  >  //,  on  aura  pour  le  segment  à  deux  bases  qui 
est  leur  différence 

V"  =:(h-h')[A{h^-\-  hK  -h  h'^)  +  B  (  A  +  A')  H-  C  ]. 

Les  cylindres  dont  il  est  question  dans  la  première  rc- 
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marque  ont  pour  expression  respective 

par  suite  on  a,  en  supprimant  le  facteur  positif  h  —  A', 
les  inégalités  suivantes  : 

T:h'[ir  -  A')<  A  (  A*  4-  ^A'  -4-  A") 
-f-B(i^  ^-A')  +  C<'ff/i(2r— A), 

pour  toutes  les  valeurs  de  h'  comprises  entre  o  et  A, 
h  étant  lui-même  compris  entre  o  et  ar.  Or  pour  h!  =  A, 
les  limites  extrêmes  deviennent  égales  ;  on  a  donc  pour 
cette  hypothèse 

3AA»  -H  2BA  4-  C  =  27rrA  —  ttA», 
ce  qui  donne  les  équations  de  condition 

A  =  —  ^î      B  =  rr/,     C  =  o, 

qui  sont  les  valeurs  demandées. 

Remarque,  Il  n'est  nullement  nécessaire  de  supposer 
la  fonction  du  troisième  degré,  mais  seulement  supérieure 
au  second  degré,  car  si  Ton  pose 

V  =  AA'»-f-  BA»"-'  +. . .  4-  MA^-h  N/*^  4-  PA»4-  QA> 
on  trouve  par  la  même  analyse. 

A  =  o,    B  =  o, .  .  .  ^    M  =  o,    N  =  —  ^?     P  =  Trr,   Q  =  o. 
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KOTR 

Sar  réqoation  au  carré  des  différences  des  racines  d'nne  équation 

dn  degré  n  ; 

Par  m.  Michael  ROBERTS. 


Posons  réquation 

(a,  b^  <r,  J,  ^,.  ..,)  (x,  i)«  =  o,. 

el  désignons  par  5©,  ^i,  ^s?  •  •  •  5  les  sommes  des  puissances 
zéro,  première, . . . ,  de  ses  racines  Xi,  Xj, . . . ,  j:„.  Main- 
tenant soit  ^  la  somme  de  la  puissance  p  des  racines  de 

p 
réquation  au  carré  des  différences  des  racines  de  l'équa- 
tion donnée;  je  vais  montrer  que  \^   a  pour  valeur  l'in- 
variant quadratique  de  la  forme 

D'abord,  on  a 


1  2.3. . ./?  ^^  '    ' 

Mais 

'^    ip-\      

^^      .2/»— 2        ^   
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en  sorte  que  nous  tirons  (en  se  rappelant  que  n  =  Sq)^ 

^     2/>.(2/?— i) 

X^       ^0  S-ip  ip  Sip^x  S\    "t S7p—7  *2 

,    /         .N„(a;>— 1)(2/>—  2)...(p+l)  ,. 

"^  ^  ~  '^ r:^3... {/,-.) —  ^' 

ce  qu  il  fallait  démontrer. 

(fl,  ^,  c,  ^,  e, .  .  . ,)  (x,  ï)"  =  ax^  -h  /î^a:^ 
n.n  —  i      ^   ,        /2./2--I.4  —  2./Î  —  3   ,  ,   , 

2  I     2.3 

(io,    f|,    ^2^.   .   .,^2/,)    (J?,/)''' 

nr  SoX^P  -h  2/?5,  X»/»-' r -f-  ^^  '  ^^  ""  '  5aX'P-^r-. 

1.2 


THÉORÈME  GÉNÉRAL  SUR  LES  COURBES  PLANES 
ET  SUR  LES  SURFACES. 


1.  Notations.  Sur  une  droite  A',  prenons  n  points,  et 
d'un  point  O  pris  hors  de  cette  droite,  menons  n  rayons 
ft   ces  points.   Ces   rayons  pris    deux   à    deux   donnent 

— ^ angles^  désignons  le  produit  des  — ^ ^  sinus 

de  ces  angles  par  Ap . 

2.  Théorème.  Soit  donné  dans  un  même  plan  ce  sys^ 
fème  de  n  droites  A\  A", . . . ,  A^"^^  tra\^ersé  par  un  second 
système  de  n  droites  B',  B", .  . . ,  B^**^  ;  chacune  de  ces 
2n  droites  contient  n  points  d* intersection  j  menons 
d^un  point  O  des  rayons  aux  n'  points  d* intersection^ 
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les  n  points  iï intersection  situés  sur  la  droite  h!  donnent 
Ap5  sur  la  droite  A'',  le  produit  Ap^  posons 

A       a"     a"'             A'"^--a- 
de  sorte  que  a  est  le  produit  de  — sinus  ^  dési" 

gnons  par  /3  le  produit  analogue  pour  ^\si-  est  un  quo- 

P 
tient  constant,  le  lieu  du  point  O  est  une  ligne  d'ordre 

n  et  passant  par  les  n'  points  d* intersection. 

Démonstration,  Soient  Ti,  r,,  deux  rayons  intercep- 
tant le  segment  s^  et  h  la  hauteur  du  triangle  ayant  pour 
côtés  r,,  Tj,  5*,  on  a 

hs 
smr,,  r,  = : 

rxy  Tj 

remplaçant  chaque  sinus  par  une  telle  valeur,  on  retombe 
sur  le  ihéorème  des  distances  (p.  368). 

Obsen^ation.  Faisant 


on  a  la  propriété  vulgaire  des  coniques  relative  au  rap- 
port projectifde  M.  Poncelet;  bi^multiple  de  M.  Steiner^ 
anharmonique  de  M.  Chasles. 

.  3.  Soit  un  système  de  n  plans  A',  A", .  .  . ,  A^"^  et  un 
second  système  de  n  plans  B',  B'', .  •  •  i  B^"^  \  ils  se  coupent 
suivant  n*  droites  par  lesquelles  passent  une  infinité  de 
surfaces  d'ordre  n  (page  368);  ôlons  les  plans  A',  B',  il 
reste  deux  systèmes,  chacun  de  /i  —  i  droites,  et  par  les 
[n — i)^  droites  d'intersection  passent  une  infinité  de 
surfaces  d'ordre  n  —  i.  Une  surface  d'ordre  n  coupe  une 
surface  de  Tordre  n  —  i  suivant  une  ligne  d'ordre 
n  [n  —  i)  :  or  ces  surfaces  ont  en  commun  (//— i)^ 
droites;   donc   elles  ont  encore   en    commun    une   ligne 
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d'ordre  n  —  i .  Or,  je  dis  que  cette  ligne  est  plane  et  que 
son  plan  passe  par  l'intersection  des  plans  A',  B'.  En  effet, 
soit  O  un  point  de  cette  ligne;  le  produit  des  n  distances 
de  ce  point  aux  n  plans  A',  A'', . . . ,  A^"^  divisé  par  le  pro- 
duit des  distances  du  même  point  aux  n  plans  6^, . . . ,  B^'*^ 
est  un  quotient  constant  quel  que  soit  le  point  O  pris  sur 
la  courbe  \  de  même,  le  produit  des  n  —  i  distances  du 
point  O  aux  n  —  i  plans  A'^, . . . ,  A^"^  divisé  par  le  pro- 
duit des  distances  aux  n  —  i  plans  B",  B'*', . . . ,  B^"^  \  donc 
la  distance  du  point  O  au  plan  A',  divisée  parla  distance  au 
plan  B',  donne  un  quotient  constant  :  ainsi  le  lieu  du 
point;  O  est  dans  un  plan  passant  par  Fintersection  de  A 
et  B'.  c.   Q.    F.   D. 

4.  Si  A  et  B  représentent  des  droites  situées  dans  le 
même  plan,  on  obtient  une  propriété  analogue  pour  les 
courbes  planes. 

5.  Si  les  A  et  les  B  représentent  des  surfaces,  les  droites 
d'intersection  sont  remplacées  par  des  courbes  d'inter- 
sections, qui  présentent  encore  des  propriétés  analogues 
à  celles  qui  sont  énoncées  ci-dessus  pour  les  droites. 


THÉORÈMES  DIVERS  ET  PROBLÈMES  SUR  LES  COURBES 
PLANES, 

De  m.  J.  STEINER  (*). 


1.  Notation,  Soient  une  courbe  plane  C"  de  degré  n  et 
F  un  point  fixe  dans  le  plan  de  la  courbe  ;  si  un  faisceau  de 
droites  passe  par  le  point  fixe  F,  chaque  rayon  du  fais- 

(*)  Bullclin  mensuel  de  l'Académie  de  Berlin,  iwWlQi  M%,  p.  /|I9-/|43. 


(■  444  ) 

ceau  coupe  la  courbe  en  n  points.  Pour  un  rayon  quel- 
conque, soit/;  le  produit  des  distances  des  n  points  d'in- 
tersection au  point  F. 

Théorème  I.  Les  rayons  se  partagent  en  général  en 
groupes  de  i  n  droites  oii  dans  chaque  groupe  les  pro^ 
duits  p  sont  égaux.  Entre  ces  2  n  droites,  il  y  en  an 
ou  le  produit  p  présente  un  minimum  relatif.  Ce  mini- 
tnum  devient  autant  de/ois  un  maximum  que  la  courbe 
a  de  couples  d^asymptotes  imaginaires, 

2.  Théorème  II.  Si  on  prend  sur  chaque  rayon  un 
point  q  tel,  que  sa  distance  au  point  fixe  F  étant  élev^ée 
à  la  puissance  n  soit  égale  au  produit  p,  le  lieu  de  ce 
point  est  une  courbe  Q*"  de  degré  2  u ,  qui  a  n  doubles 
asymptotes  qui  passent  par  le  point  F  5  ce  faisceau  ' 
d^ asymptotes  rencontre  la  courbe  C"  en  2  n  (n — i) 
points  i  dans  chacun  de  ces  rayons  asymptotes,  le  point  q 
coïncide  avec  un  des  2n  (n — i)  points  d^ intersection, 
Ainsi  il  passe  par  le  point  F,  2  n  (n  —  1)  rayons  tels^  que 
pour  chacun  un  certain  segment  est  moyenne  géomé- 
trique entre  les  n — i  antres  segments.  Le  point  q  de- 
v^ant  être  pointé  de  part  et  d'autre  du  point  F,  il  s^ ensuit 
que  F  est  le  centre  de  la  courbe  Q^"  et  un  point  singulier 
multiple, 

3.  Théorème  III.  Dans  les  n  droites  oit  le  produit  p 
est  un  minimum  relatif,  la  distance  du  point  q  au  point 
F  est  aussi  un  minimum^  de  sorte  que  ces  droites  sont^  au 
point  q,  normales  à  la  courbe  Q^". 

4.  Applications  aux  coniques.  En  faisant  n  =  2,  les 
2  w  droites  du  théorème  I  se  réduisent  dans  l'ellipse  à  deux 
réelles,  qui  sont  parallèles  à  deux  diamètres  égaux*,  les 
deux  autres  sont  imaginaires-,  comme  il  y  a  un  couple 
d'asymptotes  imaginaires,  il  y  a  une  dioile  qui  est  un 
maximum-,  r'cst  la  parallèle  à  Taxe  foeal.  Dans  l'hyper- 


(  445  ) 

bole,  il  y  a  quatre  transversales  parallèles  aux  quatre 
diamètres  égaux  -,  deux  de  ces  diamètres  appartiennent  à 
Thyperbole  conjuguée. 

5.  Théorème.  IV.  Par  un  point  fixe  F,  situé  dans  le 
plan  d'une  conique ^  on  mène  trois  transversales  quel- 
conques,  sur  les  trois  cordes  comme  diamètres,  on  dé^ 
crit  des  cercles.  Le  point  radical  de  ces  cercles  est  fixe. 

Si  le  point  F  est  à  Tinfini,  le  théorème  devient  évi- 
dent. 

6.  Théorème  V.  Une  droite  de  longueur  constante^ 
qui  se  meut  entre  deux  courbes  planes  d'ordre  p  ef  q, 
enveloppe  une  courbe  de  classe  4  pq  ^^  ^  ^  l'infini  une 
tangente  de  contact  i  pq. 

7.  Théorème  VI.  Une  droite  de  longueur  constante^  qui 
se  meut  dans  une  courbe  de  degré  C",  de  degré  n,  enve- 
loppe une  courbe  de  la  classe  i  n  (n — i);  il  y  a  n  (n — i); 
cordes  de  direction  donnée-,  V enveloppe  touche  les  n 
asymptotes  de  la  courbe  C"  à  Vinfini  dans  un  contact 
de  quatre  points  ;  les  milieux  des  cordes  parallèles  sont 
sur  une  ligne  de  degré  n  —  i  (  *  ) . 

8.  Soit  la  courbe  C*  \  et  l'enveloppe  de  la  corde  constante 
est  de  vingt-quatrième  classe-,  cette  enveloppe  et  la  courbe 
C*  ont  12.24=  288  tangentes  en  commun,  parmi  les- 
quelles sont  les  quatre  asymptotes,  qui  comptent  chacune 
pour  quatre  tangentes  5  de  sorte  qu'il  reste  288 — 16=272 
tangentes  communes.  Soient  S  une  de  ces  272  tangentes, 
a  le  point  de  contact  avec  la  courbe  C*,  et  (3,  y  les  points 
d'intersectioi\  de  cette  tangente  avec  la  courbe  C*.  Si 
]3  et  y  sont  du  même  côté  de  a ,  alors  j3  y  est  égale  à  la 
corde  constante  \  si  a  est  entre  j3  et  7,  c'est  a  (3  ou  a  y,  qui 

(*)  Il  serait  commode  d'adopter  les  expressions  contact  biponctuel^  tri- 
ponctuel,  quadriponctuel,  etc.;  de  même  pour  \q  point  multiple.     Tm. 
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est  égale  à  la  courbe  constante*,  dans  ce  dernier  cas,  les 
deux  courbes  se  touchent  en  a ,  et  S  compte  pour  deux 
tangentes  communes. 

9.  Soit  la  courbe  C  -,  l'enveloppe  est  de  la  douzième 
classe  et  a  avec  la  courbe  C*,  en  commun  6.12=72  tan- 
gentes ,  parmi  lesquelles  les  trois  asymptotes  de  la 
courbe  C*  comptent  pour  3.4=12  tangentes, de  sorte  qu'il 
reste  72 —  12  =  60  tangentes  non  asymptotes.  Soient  S 
une  de  ces  60  tangentes,  a  le  point  de  contact,  et  j3  le 
point  d'intersection.  Les  deux  courbes  se  touchent  en 
a,  et  a  jS  est  égale  à  la  corde  de  longueur  constante^  de 
sorte  que  chaque  tangente  compte  pour  deux^  il  n'y 
a  donc  que  3o  tangentes  communes  distinctes  et  l'on 
obtient  les  théorèmes  suivants  : 

10.  Théorème  VII.  Dans  toute  courbe  de  troisième 
degré,  il  y  a  3o  tangentes  pour  chacune  desquelles  la 
distance  du  point  de  contact  au  point  d'* intersection  est 
de  même  longueur. 

Lorsque  celte  distance  est  nulle,  on  a  les  3o  points 
d'inflexion  dont  trois  seulement  sont  visibles. 

H.  Théorème  \'III.  Dans  une  courbe  C^,  on  ne  peut 
mener  que  60  transversales  coupant  la  courbe  en  trois 
points  a,  (3,  y,  tellement  que  a|3,  ay  soient  de  longueurs 
données. 

12.  Théorème.  IX.  Courbe  C'^  Venx^eloppe  de  la 
corde  constante  est  de  la  quatrième  classe ^  par  un  point 
fixe  on  ne  peut  mener  que  quatre  cordes  égales;  les 
quatre  milieux  de  ces  cordes  sont  sur  un  même  cercle^ 
dont  le  centre  est  indépendant  de  la  longueur  de  la 
corde,  et  si  C*  représente  deux  droites,  Vcn^^eloppe  est 
une  courbe  parallèle  à  une  liypocycloidc. 

La  suite  prochainement. 
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SOLUTION  BE  LA  QUESTION  446 

(voir  page  868)  ; 

Par  m.  CHALLIOT, 

Élève  du  lycée  de  VerBailles. 


Joignons  par  une  droite  les  centres  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit  à  un  triangle;  cette  droite  rencontre  le 
cercle  inscrit  en  deux  points  ;  soient  s  et  s^  les  puissances 
de  ces  points  relativement  au  cercle  circonscrit,  r  le 
rayon  du  cercle  inscrit ,  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 
on  a  la  relation 


ss'  =  r3(4R  +  r). 


(Gruwert.) 


F  B 


(On  admet  comme  connu  le  théorème  que  :  La  dis- 
tance  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle  est 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit  et  l'excès  de  ce  rayon  sur  le  diamètre  du  cercle 
inscrit.  )  En  sorte  que  sur  la  figure,  on  a 

Ôïy  =  «?'  =  R(R  — 2r). 

(Voirt,  IX,  p.  9a6.) 
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Cela  posé,  on  a  par  définition 

s  =  EFXEF, 
/=E'FXE'F' 

Multipliant  membre  à  membre ,  il  vient 

ss'  =  (EF  X  E'F)  X  (EF'  X  E'F'). 

Si  des  points  F,  F'  on  mène  les  tangentes  FG  ,  F'  G'  au 
cercle  inscrit,  il  vient 


Or 


et  puisque 


^/  =  FGXF'G'. 
FG  =  (R  — «?)'  — r'. 


F'G'  =  (R-4-^)'  — r% 


il  vient  enfin 

ss'  =  [(  R  —  v/R'  — 2Rr)  —  r»]  [(  R  +  y/R'  —  2  r7)'  —  r '  ]. 

Si  l'on  développe  et  que  Ton  effectue  la  multiplication 
indiquée,  il  vient,  après  la  réduction  des  termes  sem- 
blables , 

ss'  =  r-^[^K-Jfr), 

C.     Q.    F.    D. 

ISotc,  MM.  Saintard  (de  Magny),  E.  Descourbes,  Léon 
Brault  (institution  Barbet)  ont  aussi  résolu  ce  problème, 
et  le  dernier  a  résolu  aussi  le  problème  451. 
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NOTE 

Sur  les  équations  de 'condition  qui  définissent  an  système  de  points; 

Pak  m.  BOURGET, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Clermont. 


1.  Dans  les  Traités  de  Mécanique,  on  définit  un  sys- 
tème de  points  par  Tensemble  des  équations 

(A)  L  =  o,     M=o,.,. 

qui  lient  entre  elles  leurs  coordonnées  j?,  j^,  zj  a:',  r', 
«',  etc. 

Certaines  propriétés  générales  du  mouvement  exigent 
la  condition  spéciale  de  la  liberté  du  système.  Quels  ca- 
ractères doivent  présenter  les  équations  (t)  pour  que  lé 
système  soit  libre?  C'est  une  question  qui  n'est  pas  réso- 
lue dans  les  ouvrages  classiques ,  et  sur  laquelle  je  veux 
dire  quelques  mots  dans  celle  Note. 

2.  J'appellerai  système  libre  un  système  tel ,  qu'en  le 
supposant  à  un  instant  quelconque  invariable  de  figure 
par  la  solidification ,  on  puisse  lui  donner  un  déplacement 
quel  conque  4 

Or,  un  déplacement  quelconque  peut  être  produit  pat* 
une  translation  unie  à  une  rotation.  D'autre  part,  une 
translation  peut  être  considérée  comme  le  déplacement 
résultant  de  trois  mouvements  parallèles  aux  axes,  et  la 
rotation  autour  d'un  axe  peut  être  regardée  comme  ve- 
nant de  la  composition  de  trois  rotations  autour  des  mê- 
mes lignes. 

Donc  nous  pouvons  dire  qu'un  système  est  libre ^  si,  eh 
le  supposant  solidifié  à  un  instant  quelconque,  on  peut  lui 
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donner  trois  translations  arbitraires  parallèlement  aux 
axes  9  et  trois  rotations  arbitraires  autour  des  mêmes 
droites. 

3.  D'après  ce  qui  précède,  chacune  des  équations  (A) 
doit  être  satisfaite  identiquement  à  une  époque  quelcon- 
que, lorsqu^à  la  place  de 

on  met 

X  -h  Oy     j?'  4-  £î ,     jt"  -f-  ff , .  .  . , 

a  étant  une  translation  commune  à  tous  les  points  paral- 
lèlement à  Ox  si  le  système  est  libre.  Donc,  dans  cette 
hypothèse,  on  doit  avoir  l'identité 

et  aussi  les  deux  suivantes  : 

^dh       dh       dh  _V  — 

''-^djr'^df'^dy''^  2édx  ' 

dL       dL       dh  ^dh 


=2; 


dz         dz'        dz"  '       ^md  dz 

4.  Donnons  à  présent  une  rotation  a  autour  de  O^;  ;^ 
et  z  varient  seuls ,  et  si  nous  nommons  r  la  projection  de 
OA  sur  le  plan  y  O^,  (f  l'angle  de  cette  ligne  avec  O j , 
nous  avons 

j  =  rcoscp,      z±=rsin^. 

Donc  la  rotation  a  fera  varier  jr  et  z  de  quantités  âz^ 
ây  données  par  les  équations  (*) 

Sy=i — 3.  a,       3z=jr.cx., 


*)  Car 
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Donc,  si  le  système  est  libre,  l'équation  L  =  o  sera  iden- 
tiquement satisfaite ,  quand  à  la  place  de 

nous  mettrons 

ainsi  donc  nous  devrons  avoir  l'identité 


^  I    dh         ^L\ 


et  de  même  les  suivantes  : 


^  I    d-L  dt,\ 


5,  En  résumé,  la  liberté  du  système ,  telle  que  nous  Fa- 
vons  définie ,  est  caractérisée  par  les  six  équations  suivan- 
tes, qui  doivent  être  des  identités  : 

dJa 


(B) 


2tfJL 
wi  dïj 


2/    dh         rfL\ 

2    1   dL         dh\ 
Vd^-'-^y 


29, 
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pour  l'équaiion 

L  =  o, 

el  par  six  ideniités  semblables  pour  chacune  des  autres 
équations 

M=:  o,     N  =  o, . . .  . 

6.  A  Taide  des  relations  précédentes,  on  voit  découler 
naturellement  les  principes  généraux  des  équations  fon- 
damentales de  la  dynamique 

d'x       ^       ,dL  dU 

^' J       ,r       ,dL  dM 

(C)  {       d^z        ^  dJu  dM 

dt^  dz         '^    dz 

d^x'      ^,      ^  dh  dM 

di^  dx*       ^  dx' 


que  l'on  déduit  du  principe  de  d'Alembert  combiné  avec 
celui  des  vitesses  virtuelles,  ou  que  Ton  démontre  direc- 
tement ainsi  que  M.  Poinsot  l'a  fait  dans  une  note  placée 
«^  la  fin  de  son  admirable  Statique. 

1^.  Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  relatives 
aux  coordonnées  de  môme  nom,  il  vient 

V^       d"^ X        v^  ^        .   '%ry  dh  ^^  r/M 

dz 


2«ï=2^-'2S^*-2- 


mais  en  nommant 
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les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  M  la  somme  des 
masses ,  et  en  admettant  que  le  système  soit  libre ,  ces 
équations  conduisent  à 


M 


IF 


.2". 


C'est  de  là  que  Ton  déduit  le  principe  du  mouvement  du 
centre  de  gravité. 

On  voit  qu'il  a  lieu  pour  un  système  libre*,  mais  on 
voit  qu'il  est  encore  vrai  pour  un  système  qui  ne  serait 
qu'imparfaitement  libre,  c'est-à-dire  qui  ne  satisferait 
qu'aux  équations  de  translation 

V^  d\u  dh  dL 

2*\  Multiplions  les  équations  (C)  respectivement  par 
:idjc,     ^df,      ^dzj     2«£r', . . .  ,, 
ajoutons,  il  viendra 


dh  ,        dh  ^         dh  , 

o  =  -r-  rf/  -+----  rfwir  +  —-  rf^  4- ...,  - 
dt  dx  dy 

dt  dx  dy 
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D'où  l'on  voit  que  si  L,  M,  etc.,  ne  contiennent  pas  le 
temps  explicitement ,  on  obtient 


d'où 


-d^mt^  =  '^(XdX'hYdz-hZdz), 


'-^m.^-^^^mPl^J^j'(Xdx^Ydr  +  Zdz). 

C'est  l'équation  des  forces  vives.  On  voit  qu'elle  a  lieu 
pour  tout  système  libre  ou  non  libre ,  pourvu  que  les 
équations  de  conditions  (Â)  ne  contiennent  pas  le  temps 
explicitement. 

3^.  Des  éq.uations  fondamentales  (C)  nous  tirons  en- 
core par  une  combinaisooi  connue  : 

^       /    d'y  rf».r\ 

et  si  le  système  est  libre  : 
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De  là  on  tire  le  théorème  des  moments ,  et ,  dans  un  cas 
particulier,  le  principe  des  aires. 

Ces  équations,  comme  qn  voit,  ont  lie^  dans  le  cas 
même  où  le  système  incomplètement  libre  pourrait  tour- 
ner autour  de  l'origine  après  sa  solidification. 

En  comparant  les  démonstrations  précédentes  h  celles 
des  Traités  usuels  de  Mécanique,  elles  nous  semblent  pré- 
férables ,  d'abord  parce  qu'après  avoir  éta|>)i  les  équations 
du  mouvement,  il  est  naturel  d'y  chercher  toutes  sqs  pro- 
priétés générales,  ensuite  parce  qu'on  aperçoit  tr^-biçn 
par  notre  voie  les  conditions  précises  que  le  système  doit 
remplir. 

7.  Nous  pouvons  nous  demander  à  présent  quelle  coqi- 
position  supposent  pour  les  équations 
L  =  o ,     M  =  o , . . . , 

lelativement  aux  coordonnées 9  les  conditions  (B)  diffé- 
rentielles de  liberté  du  système. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffit  d'intégrer  les  équa- 
tions (B)  aux  dérivées  partielles*,  mais  on  parvient  au 
même  but  plus  facilement  peut-être  en  suivant  la  marche 
que  nous  allons  indiquer. 

A  un  instant  quelconque,  la  forme  du  système  est  dé- 
terminée, si  nous  nous  donnons  les  trois  côtés  du  trian- 
gle AA'A"-,  puis  les  distances  à  ces  trois  sommets  de 
chacun  des  autres  points.  Si  actuellement  nous  nous  don- 
nons la  position  du  triangle  A  A' A",  le  système  sera  dé- 
terminé de  forme  et  de  position.  Or,  pour  placer  le  trian- 
gle AA'A",  il  suffit  de  connaître  les  trois  coordonnées  x, 
7,  z  du  point  A ,  deux  coordonnées  x'^  y  de  A',  une  coor- 
donnée a:"  de  A'',  puisqu'en  ventu  des  distances  connues, 
il  existe  trois  équations  entre  les  coordonnées  des  points 
A ,  A'  et  A".  Donc  en  posant 

A-A'=:/^,      AA"  =  7,      A'A"  =  /',      AA"' =  5, .  .  .  ,. 
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on  âiira  entrcf  Ubt eootéomnéeB  x\  yr*%  jr^  éici^  et  lêt 
distances  p^q^r^s^  etc. ,  3i»  ^—  6  rêlatioiM  «  d'oà  Toiii  ti- 
rera 3r  —  6  obordonnées  cm  fonciion  des  six 

*V  ./f    «»■  ■*'»  y.  '*'•■' 

Substituant  dans  les  équ|t|on8 

cbacime  deirieodra  dans  son  prèttiier  membre  foncdon  de 
ces  six cocwdonnées  et  âeè dûtànces/i^  q^  r,  etc.,  de  sorte 
qfa^on  aura  en  particnfiêr 

o=:L=rP(x,/,»,a!',jr',  j>^/>,  ^,  r,...)v 

Âctoellemeut  supposons  le  syst&me  libre,  donnona4ai 
tel  monTements  arbitraires  déjà  indiqués,  et  observons 
qu'après  la  solidification  /?,  ^,  r,  etc.,  ne  dhangent  pas; 
pous  obtiendrons  les  identités 


1   1   ■.-■■■  ■■• 

..»<.= 

rfL      rfL       • 

■  i    ' 

1 

dL          dL        ,  rfL 

•^  rfz        rfr        dy 

* 

■• 

_     dL          dL         ,  dL 
dx            dz             dx' 

dL          dL         ,dL 

-•s- 

„rfL 

De  la  quatrième  nous  tirons 

dL       dL 

dy       dy  _ 

z'  "^  -^z       z' 

^,n. 

nCa.g^^g;  =  o.      X-.. 
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et  comme  on  peut  toujours  choisir  un  système  d'axes  tel , 
que  z  —  z'  ne  soit  pas  constamment  nul ,  on  voit  que 

dL,  dh 

î^  =  "'       ^  =  ^- 

Des  deux  dernières,  on  tire  alors 

r/L  ^L  dlu 

dx  dx'  dx" 


o 


par  suite 

dL_^  dh  _  </L  _ 

Donc  enfin, 

Un  système  défini  par  les  équations 

L  =  o,     M  =  0, ... , 

sera  libre,  si  ces  équations  ont  lieu  seulement  entre  les 
fonctions  des  coordonnées  qui  déterminent  la  forme  du 
système,  sans  déterminer  sa  position  dans  Tespace. 


APPLICATION  BB  U  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
BU  SECONB  ORBRE 

(TOir  p.  408); 

Par  m.  pain  vin, 

Docteur  es  Sciences. 


!25.  Gomme  application  des  théorèmes  qui  précèdent, 
je  vais  donner  les  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'une 
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surface  du  second  ordre  est  de  rëvoiulion,  en  conservant 
aux  axes  une  direction  quelconque. 
Soit 

/  Ou  .v]  4-  âr„  .r*  -f..  «33^:3  -h  a^^  x]  -f-  7.(1^2  -r,  x^  \ 

(0        <P=(  -+■  2«,3.r,   JTa   H-    2/ï,4  X,X^   -h  2«23-^2.^3  ?    =   0, 

[  H-  2  ^24  .r,  A-4  -h  2  <734  :p3  ^«4  ] 

l'équation  d'une  surface  du  second  ordre,  et 

i^î  +  x^-f-^J-hC44  jyj-h  2c„j:,.r, +  2c,3cT,  ^-3  \ 
-h  2C,4   .r,    j-^   H-   2Ca3   -îPj  -C3    H-  2C24  x,   X4   (  =  o, 
~i      2  C^^  •2?3  JT^  1 

l'équation  d'une  sphère. 
Nous  avons  posé 

c,j  =  Ca,  =  ces  (j;,,  J7;^)  ; 
r,3  =  C3,  =  ces  (jr,,  1:3)  ; 
^3  =  C32  =  <^os  (2:3,  .r3); 

r3j        /  Ch  =  C4,  =  /?/|  -h/WaCn  -h  ///3C13; 
r,^  =  f^j  =  /?/,  C2,  +  W2  -f-  //I3  C23  ; 
C3J  =  C43  =  ///,  C31  +  '"î  C32  -h  /7/3  ; 
ri4  =  /wj  H-  ///J,  H-  /^ijj  -h  2c',;  //?,  m^    {-  2  r,;,  w,  /;/- 
-f-  2c.;,  m^ffi:,  —  A-'  ; 

dans  ces  formules,  /'  désigne  le   rayon  de  la  sphère,  et 
( — mj,  —  ma,  -^  /Ws)  les  coordonnées  de  son  centre. 

L'équation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second 
ordre,  passant  par  l'intersection  de  la  sphère  et  de  la  sur- 
face proposée,  sera 

(4)  cp-|-AF==:0. 

Or  la  condition  néc^îssaiic  cl  suffisante  pour  ([ue  la 
surfac-e  représenlécî  par  ré(jualioii  (i)  soit  de  révolution. 


(459) 
est  que  la  surface  (4)  se  réduise  à  deux  plans  parallèks  ; 
car  alors  les  intersections  de  la  surface  du  second  degré 
par  la  sphère  variable  (2)  se  composeront  d'une  série  de 
cercles  parallèles  ;  et  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères 
sera  l'axe  de  révolution. 

En  appliquant  à  l'équation  (4)  les  conditions  énoncées 
au  n^  24  pour  que  l'équation  du  second  degré  représente 
deux  plans  parallèles,  on  obtient  les  cinq  relations  sui- 
vantes : 


=  0, 


=  0,. 


(5)   i 


(^) 


a,j-h>       «la -H  ^c„  «,3 -h  ^c,3 

an  -h  "kC-it     Û22  -h  X  tf  23  -h  )vC23 

^31   "t~  ^^31     flf32  -|-   Affaj     £Ï33  .-+- / 

«n  -+-  >         «12  -H  Xti2  ûr,4  -f-  ICu 

«21-4-^^21  «22   +  X  «24  -+-^^24         =0, 

«41  +  ^^41  «42  -4-  X<?42  «44  "f-  ^^44 

«llH->  ÀJ,3   -f-Xc,3  «,4   -f->C74 

«31   4-  ^^31  «33  -+-  X  «34    -4-^^34 

aî«-h>C4,  «434-XC43  ii44  4->r44 
26.  Les  deux  premières  des  équations  (5)  donnent 

\    («,,    -h    l)    («22    -h  >)    =   («12  -f-   >C,2)*, 


I    («H   +  X)  («33  -+->)=  («.3  +  XC,3)^ 


Si  l'on  dévdioppe  la  troisième  par  rapport  aux  éléments 
delà  troisième  colonne,  puis  qu'on  ait  égard  à  la  pre- 
mière des  équations  (5),  et  aux  relations  (6),  il  viendra 


(«23  4-  a)  (/r„  -f-  X)  rr:  (^„  -f-  Ic^y. 
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Nous  obtenons  ainsi  les  trois  relations  définitives 


(7) 


(    («33-h>)(a..-f-^)  =  («,i-+-Xcs.)'; 


qu'on  pourra  remplacer  par  les  trois  suivantes  : 

I{«33  -4-  ^)  (^12  -+-  >^i,)  =  (flj,  -H  Àrs.)  («„  •+-  XC32), 
(«11  -h  >)  («23  •+■  ^^23)  =  («n  -t-  ^^lï)  («13  -f-  >^I3), 
(«22   ■4->)(«3|-K^^3l)   =(«23-4->C23)(flj,   "+-  Xc,,). 

L'élimination  de  A  entre  ces  trois  relations  conduira  aux 
deux  équations  de  condition  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (i)  soit  de 
révolution. 

Ces  équations  d'ailleurs  se  présentent  sous  une  forme 
assez  compliquée,  et  il  est  préférable  de  conserver  les  re- 
lations primitives  (y)  ou  (8). 

En  introduisant)  dans  les  relations  (8),  ThypotliLèse 

C|2  ^^  C23  ^^^^  C31  d^  G, 

on  retrouve  les  équations  connues  dans  le  cas  des  axes 
rectangulaires. 

27.  Développons  maintenant  les  deux  dernières  équa- 
tions (5).  La  quatrième  donne 


rt,,  -h  ).  <7,...  -f-  >C,2 

<74,  -h  Xr:^,    «42  4- Ac»2 

^11    -f-/  «|J+XC,2 


(«,4   -t-Xc,^) 

—  («2»  -f-Xr-,) 

Si  Ion  remarque  que  le  dernier  déterminant  CbL  nul ,  <  l 
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qu'on  ait  égard  aux  relations  (7)  ou  (8),  il  vient  aprèîi 
réduction 

(9)  (^'«  -+"  ^)  (^24  +  ^^24)  =  (<»i2  4-  >cr,2)  (rt,4  -h  Xcn). 

On  trouvera  de  même,  en  développant  la  dernière  des 
équations  (5), 

(10)  (an  -h  >)  («34  -4-  ^034)  =  (a,3  -*-  XCu)  («,4  H-  ><^I4). 

Ces  deux  dernières  relations  peuvent  s'écrire 

«,4   -4-  >C,4  «24  H-  XC24  «34   H-  XC34 


(••) 


«,,-+->  fl|2-h^C,2  «13   -h   >Ci3 


Or  la  sphère  (2)  a  pour  coordonnées  de  son  centre 
( — Wj,  — /Aij,  — m^)]  on  obtiendra  donc  le  lieu  des 
centres,  ou  les  équations  de  Vaxe  de  rév^olution^  en  rem- 
plaçant, dans  les  équations  (11),  Wj,  Wj,  m^  respective- 
ment par ^> ^» ^  ;  les  C14,  ^84,  C34  étant  définis 

X^  X^  J?4 

par  les  relations  (3).  On  trouve  ainsi 

iX(j?|-4-C,2  3;24-g|3  X^ «14  J?4  X  (Cai  Xy  -<-•  J?2-hCa3  Jgs)  —«24  ^4 
«n-hX  «,2-f-Xc,2 

«l3-*-X^I3 

la  quantité  X  est  déterminée  par  les  équations  (7)  ou  (8). 

La  suite  prochainement. 
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SOLUTION  DB  LA  OIKSHON  450 

(T«lr  p.  S60)  ; 

Par  m.  h.  DE  CHARDONNET. 


Je  mène  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  donnée. 


Par  son  point  d'intersection  avec  cette  droite,  je  mène, 
dans  ce  plan,  une  droite  qui  en  rencontre  les  traces  à 
égale  distance  de  part  et  d'autre  du  point  d'intersection. 
Ces  nouvelles  intersections  appartiennent  évidemment 
aux  traces  du  plan  cherché,  traces  qui  coupent  la  ligne 
de  terre  au  même  point  que  les  projections  de  la  droite 
donnée. 

Construction  graphique. 

Je  mène  le  plan  (P'JP)  perpendiculaire  à  la  droite  don- 
née [aa')  et  je  cherche  Tiiitersection  [nun')  de  cette 
droite  avec  le  plan  (PP')  par  les  moyens  connus.  Je  fais 
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lourner  ensuite  le  plan  (PP')  autour  de  là  trace  P'.  Le 
point  (mm')  se  rabattra  sur  le  point  vertical  en  m, ,  sur 
la  projection  a'  (perpendiculaire  à  P') ,  et  à  une  distance 
mo/Wi  de  la  charnière  P'  donnée  par  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  m^,  m\  et  la  distance 
mp  du  point  (mm')  au  plan  vertical.  Le  point  h  de  la 
trace  P,  qui  se  projette  verticalement  en  a,  tombera  de 
même  en  i\  ,  sur  la  projection  a'  à  une  distance  de  P' 
donnée  par  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant 
pour  côtés  ah  et  am^.  Ces  deux  triangles  auxiliaires  se- 
ront construits  sur  la  figure  même  en  mojSm' et  m^ya. 
Menons  dri ,  rabattement  de  la  trace  P.  Par  le  point  mj, 
on  tracera  m^ ,  n^  parallèles  à  P'-,  puis  on  prendra  sur  la 
ligne  (îrj,  à  partir  de  son  intersection  /ij  avec  Wj /Zj , 
riiCiâ  =  fil.  On  mènera  ensuite  la  droite  dmi  qu'on 
prolongera  jusqu'à  la  rencontre  B  avec  P'  ;  enfin  on  por- 
tera <îCi  en  âC  sur  la  ligne  P  et  on  joindra  Cû«  On*aura 
aîiisi  la  trace  horizontale  Q  du  plan  cherché  :  la  trace 
verticale  Q'  s'obtiendra  en  joignant  «B. 

Note.  MM.  Dollé  (Charles) ,  ex-élève  du  collège  de 
Compiègne,  Moncomble  (A.),  élève  du  lycée  de  Douai , 
ont  adressé  la  même  solution. 

M.  Dîslère  (Paul),  élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de 
M.  David) ,  fait  usage  des  plans  dé  rabattement,  unique- 
ment pour  montrer  un  emploi  de  ce  procédé. 


S6LI1TI0N  DE  LA  QUESTION  4S8 

.  (  voir  p.  4S4  )  ; 

Par  m.  a.  CORNET, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


\/»  -h  I        /?  Hr  2  2/1/ 


Km  (  — 1 h ...  H j  =  L.2  quand  n  dev.  infini. 
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J'eiTectue  successivement  les  divisions  de  i  par  n  +  i, 
n  -H  2,  n  -f-  3v9  ^^  et  j'obtiens 


I            1 

1  1 

2  2^ 

3  3' 

2» 

3' 

j_   3?     . 

/i  -h  I        n 
I             I 

71  -+-  2            /î 

I           "I 

«  4-  3  ~/i 

I    1 

2/lf          /I 

n       n^ 

■  /i'  ■*"  /f^ 

Je  dis  maintenant  que  la  somme  des  termes  d'une  co- 
lonne verticale  quelconque  des  seconds  nombres  a  pour 
limite  une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité  et  le 
dénominateur  l'exposant  de  n  au  dénominateur  commun  à 
tous  les  termes  de  cette  colonne  verticale  \  ainsi  la  somme 

de  la  (p  -f-i)'^'"'^  colonne  verticale  a  pour  limite 

quand  n  augmente  indéfiniment. 

En  'effet,  ces  termes  ont  pour  numérateurs  les  n  pre- 
miers nombres  entiers  élevés  à  la  puissance/;^  leur  déno- 
minateur commun  est  riP'^^  5  leur  somme  est  ^  d'après  une 
formule  connue, 

y  =  -^ 

Les  quantités  S,,_i ,  S^_2-  etc.,  sont  les  sommes  des  n 
premiers  nombres  élevés  à  la  puissance  p  —  i^p  —  2  ,  etc.  ; 
elles  sont  du  degré  p  ^p  —  i ,  etc.,  en  fi  -,  donc  en  divisant 
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haut  et  bas  par  /!''+'*,  il  vient  ; 


/         iV-^'      A       A' 


Quand  n  tend  vers  rittfini ,  on  îi 
-      .   •  lira  >  i= — '■ — • 

D'après  cela,  quand  n  tend  vers  F  infini,  la  somme  dé 

— ■—  -|- h. ..H |î  qui  est  égale  à  la  àomme 

de  toutes  les  colonnes  verticales  j  tend  vers 

'i-  •   _i        i;.   "i  •'  •  1      ;  •     -"   • 
I       a  .    3      4      5 
qui  est  le  développement  de  L. 2.  g.  q.  f.  d. 

.  Note,.  C'est  une  conséquence  de  là  question  4S3  ;  en 
effet  lorsque  n  est  infini,  les  .deux  limites  deviennent 
égales  \  et  alors 

III  I    * 

7  +  2-^3-^    ••+ «  =  '**»"' 


formule  connue  fie  terme  -  a  été  oublié]  9  et  aussi 
III  II, 

La  soustraction  donne 

— 1 ^. .  .  .  ^-        ~  logX     (pour  /î  =  00  ). 

•     [Comipuniqaé  par  M.  Lebesgue  ("*).] 

C*)  Le  savant  arithmologue  fera  paraître  incessamment,  par  feuilles, 
des  exercices  sur  la  théorie  des  nombres ,  qui,  par  des  éehelons  habi- 
lement placés ,  mèneront  le  lecteur  sans  fatigue  du  sol  au  faite  de  Té- 
difice;  ouvrage  utile  aux  élèves,  indispensable  aux  professeurs iemux. 

Ann,  de  Maihématitiues,  t.  XVll.  (Décembre  i858.)  3o 


■  .-'■'■^'^ 


[\ 


ni 


miMion  à  ^Éoole Polytechnique;). . # .  4. . . .  v...; «....: |    «5. 

Théorème  iiir  lei»  raelne»  dfs  dériTées  d'uîiB  éqjMUon  (IhAàikeÛ  s  pwr  ' 

Étant  donnée  l'éqvftUon 

(«•-ty'-*-»* — 3j«îr«)(^''  -t-j'''  H- «" -  3x'x'*' )  =  X" H-  v  -¥- z- , 


I 


trouTer  les  ti4<>>^^  ^[  X,  Y,  Z  en  fonction  de  ^t  jj  e,  ^'*  ^^  ^' 
(pariè&d^ÂinlÀlt8)j  par  M1H.  Soui/rdrr,  J^mr/^  Mathieu,. . , .    ,      fi 
ftedier9he'>de8  racines  d'uno  équation   tisinseondantc  (Pri>gfammf} 

* ^hiMayt piirn.d^iià t^ 

l^hBfKMilftV&'lfiifttiVéiâax^  équaliopa  tranBeéndantea  (symptdme^  de 
racines  réelles)  ;  par  M.  Gerono j .....  ^ .     ^01 

Sur  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  ;  par  M.  Miçhael  Roberis. a68 

Sur  la  réalité  des  trois  racineè  de  l'équation  x*  4-  /»*  -t-  7  =  o  ;  par 
M .  Gerono a8i 

Démonstration  de  l'identité  -~ ^ — ^-^ — ^2—^  -h. . . ,  etc.:  par 

M.  Brauît 296 

Théorème  de  M.  Tchebychew  sur  certaines  limites  des  racines  d'une 

équation  (  question  3^7  )  ;  par  M.  de  Foville 826 

Résolution  des  équations  du  quatrième  degré;  par  M.  Lehesgue . * .  ; .  386 
Remarque  sur   la  résolution  des  équations  biquadratiques  ;    par 

M.  Aronhold.  ( Traduction.  ) , Sgi 

Sur  l'équation  au  carré  des  différences  des  racines  d'une  équi^ion 

de  degré  n  ;  par  M.  Michael  Roberis 44^ 

Sur  les  solutions  communes  à  n  équations  entre  (n-i-  i)  inconnues; 

par  M.  Betti.  (Voir  Bulletin,  p.  36.  ) 

Analyse  iDdéterminée;  Arithnologie  ;  Arithtoétiqte. 

Note  sur  l'extraction  de  la  racine  cubique;  par  M.  forestier 7 
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Observation.  Sur  458  questions,  il  en  reste  46  à  résoudre. •  Les  autres 
sont  imprimées,  ou  bien  en  manuscrit,  et  paraîtront  en  1859. 
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Pa0«  4^S|  lî^QQ  5  «n  rfimûatanlj  au  /iVriA  ilt;  arc,  l^jt^c  iit«, 

tOME  XIV. 
Page  334 1  lifine  5,  au  lieu  de  3l>4,  J^Je^  agj. 
TOWt  XVL 

Pa^e  5i ,  ligno  1 ,  nu  i<>ii  de  întërïeur,  /ijeï  eslêHcur. 

^^r  »  UgtiË  i:^  en  rcmonlani,  ait  ii^a  de  bissQïtrinéSi  ^fjfi  bisseclHces. 
67,  Uf^rie  4  ^"  rGmtinUtrilt  an  lieu  de  tan(;ante^  /if«r^  Ungenle. 
118,  ligne  5  on  remotitanl^  au  tieit  du  OiO^^  liseâ  2^\ 


390^  ligne  1^7  AM  ii^a  de 
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431 1  ligne  B  en  remontant, 

4^3»  ligne  4|  **»  '^"*""  dtîBj  /iwf  B 
43G,  ï igné  7  en  remontant,  a^  /(Vu  da  fljf*,  f*je^  «?•* 
450,  ligne  2,  au  lieu  de  a  (a  —  x),  lises  x(a  —  «). 
^,\i^eàemièrey  au  lien  de  a  {a  —  *),  lis6tx(a — x). 
.  470,  ligne  6,  au  lieu  de  algoriihmétique,  iises  algorîllimiqae. 

TOME  XVIl. 

Page  49)  ligne  a,  au  lieu  de  unmème  point,  lises  trois  mêmes  points* 
49,  ligne  8|  aujieu  de  une  même  droite,  lises  trois  mêmes  droites. 

87,  dernière  ligne,  au  lieu  de  —,  liset  — • 

87,  dernière  ligne,  au  lieu  de  -jr-y  lOet  -=j- 

a4ti>  ligne  3,  au  lieu  de  Heilermann,  lises  He11ermano« 

299,  ligne  14,  au  lieu  de  r„  «,,  lises y^^  s^, 

300,  ligne  iS,  au  lieu  de  lÎLËi]  h-,  lUes  iîî^  =. 

3o3 ,  ligne  10  en  rem.,  au  lieu  de  ^{ac  —  h*)^  lises  4(«tf-^  h*){hd^—  «•). 
441 ,  ligne  7 ,  au  lieu  de  l^  —  2,  lises  n  —  2.  •       ' 
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£l£ments  d'Algèbre,  à  l'usage  des  candidats  au  bacca- 
lauréat es  sciences  et  aux  écoles  spéciales ,  par  Eugène 
Rouchéy  ancien  élève  de  l'Ecole  Poly technique ,  prô^ 
fesseur  au  lycée  Charlemagne.  In-8  de  xiv-286  pages. 
Paris,  Mallet-Bachelier,  libraire.  Prix  :  4  francs. 

D'après  M.  Lamé ,  parmi  les  élèves  qui  suivent  les 
cours  de  mathématiques  des  lycées,  un  tiers  apporte 
toute  l'attention  nécessaire  pour  profiter  de  ce  genre  d'é- 
tfides.  Ce  premier  contingent,  qui  peuple  seul  les  diverses 
éccdes  générales,  s'y  fractionne  encore  une  fois  sous  le 
point  de  vue  de  Faptitade  mathématique:  là  le  quart 
des  élèves  étudie  les  sciences  exactes  avec  gpùt.  M.  Ron-' 
ché  a  écrit  dix-sept  chapitres  pour  le  bon  tiers  et  quatre 
pour  l'excellent  quart.  Le  professeur  développera  en 
chaire  les  dix-sept  premiers  chapitres  et  réservera  les 
autres  pour  l'auditoire  choisi  -de  la  conférence. 

Préférez  dans  l'enseignement  les. méthodes  générales^ 
disait  Laplace  aux  élèves  de  l'Ecole  Normale,  attaehez- 
vous  à  les  présenter  de  la  manière  la  plus  simple,  et  vous 
verrea^en  même  temps  qu'elles  sont  presque  toujours  les 
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plûft  faeîlcs.  M,  Kôurhé  a  ^iiîvî  ret  excellent  con scni ^  rc 
qui  ne  rcmpèclie  pas  a  Tocoasian  d'indiquer  des  artitiees 
p  r  op  rtâ^  il  des  ca  s  p  a  ni  €  u  H  t^  t*s . 

L'idée  d'applitpier  la  géotuéme  à  T algèbre  est  assez 
simple  [Kitir  èlru  ititni<lnil€?  dans  les  élemenis,  ei  en  cela 
Tautt^ur  â'esl  ait>iUië  si^ori  nous  irè;^- judicieux ,  et  nous 
a^otis  été  d^ autant  plus  satiëiûlr  à  la  lecture  do  ce  chapitre, 
que  nous-raèine^  précisément  k  propos  (Itrs  maxitïiuoiSf 
M  vous  lliabilude  dans  notre  enseignement  de  donner  ces 
notions  de  Temploi  des  coordonnée!^* 

Chaque  règle  est  suivie  d'un  exemple  qui  en  fixe  le 
sens;  nous  citerons  parmi  les  problèmes  du  livre  celui 
des  t'onrriers,  de  la  division *en  moyenne  et  extrême,  de 
Pappus,  du  cône  circonscrit  à  la  sphère,  des  pompes,  des 
puits,  des  lumières,  problèmes  bien  aEicleus^  mais  que 
Ton  peut  rajeunir  par  l'exposition . 

11  eat  en  algèbre  un  point  délicat  sur  lequel  on  a 
longtemps  disputé  et  sur  lequel  ou  disputera  peut-être 
toujours  :  je  veux  parler^des  quaniîtï's  négatives.  iJnedc;? 
théories  qui  nous  oat  le  plus  séduit  est  celle  que  M.  Du- 
hamel exposait  dans  ses  Leçons  à  TEcole  Normale  et  à  la 
Faculté  des  Sciences ,  et  qui  est  en  partie  reproduite  dans 
les  Algèbres  de  M.  Bertrand  et  de  M.  Guilmin»  M.Rpuché 
nous  semble  être  de  la  même  école  [voir  la  Noie  à  la  fin). 

Nous  le  félicitons  enfin  d^ avoir  semé  son  livre  de  no- 
tions historiques.  L'expérience  nous  a  appris  que  les 
élèves  écoutent  avec  intérêt  les  détails  biographiques ,  et 
puisque  M.  Rouché  sollicite  les  observation9  de  ses  col- 
lègues ,  nous  nous  permettrons  de  demander  trois  lignes 
pour  chaque  nom  propre,  placées  au  bas  de  la  page  et 
indiquant  la  naissance,  la  mort,  les  principaux  ouvrages 
de  Tauteur  cité. 

J.-Ch.  Dupain  , 

Agrégé  des. Sciences. 
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Note  du  Rédacteur.  L'homme  ne  peut  rien  créer,  ue 
peut  rien  anéantir.  Ces  deux  pouvoirs  n'appartiennent 
qu'à  Dieu.  Notre  zéro  est  un  objet  conventionnel.  On  peut 
prendre  pour  zéro  tel  instant  de  temps  que  Ton  veut  ; 
alors  toutes  les  années  de  l'avenir  deviennent  positii^es, 
celles  du  passé  négatwes.  C'est  la  théorie  de  M.  Hamil* 
ton,  le  célèbre  géomètre  de  l'Irlande  (*).  On  peut  placer  le 
zéro  à  tel  point  de  l'espace  que  Ton  veut:  alors  dans  une 
direction  les  distances  sont  positives ,  et  dans  la  direction 
opposée  négatives.  On  peut  regarder  comme  nulle  telle  po- 
sition de  fortune  que  l'on  veut.  Il  est  possible  que  M,  de 
Rothschild  considère  comme  n'ayant  rien  un  homme 
qui  ne  possède  qu'un  million.  Alors  tout  ce  qui  est  au- 
dessus  est  positif  et  tout  ce  qui  est  au-*dessous  négatif.  On 
dit  même  dans  le  langage  ordinaire  d'un  homme  endetté 
qu'il  est  au-dessous  de  ses  affaires.  Les  opérations  sur 
les  quantités  négatives  sont  donc  aussi  claires,  aussi 
réelles^  aussi  certaines^  aussi  indispensables  que  sur  les 
quantités  positives.  Vouloir  n'agir  que  sur  celles-ci  et 
ramener  les  résultats  négatifs  à  des  conventions  en  vue 
de  je  ne  sais  quelle  généralisation,  c'est  détruire  la  cer-. 
titude  apodictique  de  l'algèbre,  c'est  la  réduire  à  une 
méthode  contingente,  c'est  rétrograder  jusqu'aux  Arabes, 
aller  de  six  siècles  en  arrière.  Assez  de  gens  s'attellent 
pour  ce  but  au  char  de  la  raison,  en  philosophie,  enlittéra- 
ture  ;  ne  les  imitons  pas  en  mathématique» 

Une  logique  rigoureuse ,  la  recherche  et  l'amour  de 
la  vérité  pour  elle-même,  forment  la  partie  morale  des 
mathématiques,  qui  par  là  appartiennent  essentiellement 
à  l'école  stoïque.  Offrir  à  la  jeunesse,  au  début  de  la 
vie,  des  applications  utiles^  des  méthodes  à! aj}proxima'- 
tion^  comme  objet  principal  d'étude,  c'est  dénaturer  le 

(")  On  se  prépare  à  soutenir  bientôt  une  thèse  sur  les  Quaternions  de 
l'illustre  professeur  de  Oublia. 
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but  de  réducation  et  peut  «voir  de  funestes  résolutsr 
Toutefois ,  il  ne  faut  pas  confondre  cette  rigueur  avec  la 
manie  démonstrative ,  qui ,  se  défiant  du  sens  cxnnmun , 
enlève  au  lecteur  toute  spontanéité.  Est-il  bien  néces- 
saire de  prouver  que  lorsquMl  faut  ajouter  la  quantité 
A  au  polynôme  a  •+-  A  -f-  c  -+-  4,  il  est  permis  d'étrire 
A  +  a+i-HcH-<^?  d'établir  conmie  corollaire  que  {of'Y 
et  {aiy  étant  tous  deux  équivalents  k  af^^  donc  ils  sont 
égaux ,  et  autres  propositions  analogues  sur  les  ^lités  et 
les  inégalités?  Savoir  ce  qu'il  ne  faut  pas  dire  est  un  art 
difficile,  qu'on  rencontre  rarement. 

Les  questions  proposées  par  M.  Bouché  sont  d'un  bon 
choix,  dans  le  genre  de  celles  cfo'on  lit  dans  les  traités 
de  MM.  Bertrand  et  Catalan.  Nous  garantissons  aux  élèves 
qui  s'exerceront  à  résoudre  ces  questions  qu'ils  devien- 
dront forts.  Il  s'y  est  glissé  quelques  fautes  typogra- 
phiques non  indiquées.  Ainsi  page  i63 ,  question  de  la 
pompe,  on  lit  au  bas  L  (H  —  x)  {l -*-  x) ,  il  faut 
4(H  —  x)  {i  —  ^)j  faute  qui  se  reproduit  k  la  page  sui- 
vante. A  la  fin  de  cette  solution  (p.  i64),  on  lit  :  puis , 
■en  multipliant  s.  par  la  hauteur  tr^ui^ée,  etc.:  il  y  a  ici 
quelque  omission . 

L'auteur  donne  pour  les  découvertes  principales  des 
dates  et  des  notions  historiques,  ce  qui  ôte  la  fatigue 
fastidieuse  que  fait  subir  râccumulation  continue  de  théo- 
ries sur  théories,  théorèmes  sur  théorèmes  ,  formules  sur 
formules.  L'introduction  du  point  pour  désigner  la  mul- 
tiplication est  de  Leibnitz  et  non  de  Jean  Bemoulli. 

En  résumé,  nous  applaudissons  avec  M.  Dupain  k 
l'apparition  d'un  ouvrage  qui  porte  le  cachet  du  progrès. 
Nous  signalons  encore  comme  progrès  la  publication  pro- 
chaine des  Tables  de  Logarithmes  de  Gauss  par  M.  le  pro- 
fesseur Hoùel,  savant  auteur  cVunc  savante  thèse  sur  les 
équations  Hamihou. 
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Eléments  d'Arithmétique,  à  l'usage  des  candidats  au 
Baccalauréat  es  Sciences  et  aux  Ecoles  du  gouTerne- 
ment;  par  M.  Lîonnety  agrégé  de  TUnî versîté ,  profes- 
seur de  mathématiques  pures  et  appliquées  au  lycée 
impérial  Louîs-le-Grand ,  examinateur  suppléant  d'ad- 
mission à  l'Ecole  Navale.  3^  édition,  rédigée  coq* 
formément  au  Programme  officiel  des  lycées  \  autorisée 
par  l'Université.  Paris,  Mallet-Bachelier,  imprimeur- 
libraire,  1857;  in-8  de  viii-211  pages.  Prix  :  4  francs. 

Les  ouvrages  suivants  présentent  nne  remarquable  lon- 
gévité littéraire  : 

L^ Arithmétique  en  sa  perfection,  mise  en  pratique 
selon  r usage  des  financiers  y  banquiers  et  marchands , 
contenant  une  ample  et  familière  explication  de  ses 
principes  tant  en  nombres  entiers  qu'en  fractions  ;  ai^ec 
un  traité  de  Géométrie  pratique  appliquée  à  l 'arpentage 
et  au  toisé  y  tant  des  superficies  que  des  corps  solides,  et 
un  abrégé  d'Algèbre,  suiiy  de  quantités  de  questions 
non  moins  curieuses  que  nécessaires.  tSixième  édition  y 
par  F*  Le  Gendre,  arithméticien •  A  Paris,  chez  Vau- 
theur,  rue  Chanuerrerie ,  aboutissant  en  rue  Saint-Denis, 
vis-à-vis  la  Reyne  de  Pologne.  MOCLXXU.  In^A  {*)• 

La  i'^  édition  est  de  1646,  in-4^  la  10®  de  Lyon,  1691^ 
in-8.  Dans  le  xvixi^  siècle,  il  y  a  six  éditions  ;  1705 , 
1718,  1723,  1745,  1755,  1774*  Dans  le  siècle  actuel  y 
il  y  en  a  encore  deux  :  Paris,  1806,  in-i  2  ;  Lons-le-Saul- 
nier,  i8i3,in-l2. 

Le  Gendre  a  précédé  le  célèbre  Barréme  dont  VArith- 
métique  a  paru  pour  la  première  fois  em  1677  ^^  4^^  ^ 

{*)  Dans  la  préface  il  dit  avoir  publié  : 
1^.  Un  traité  des  changes  étrangers; 

2^.  Lu  vraye  manière  de  tenir  livres  de  comptes  ou  de  raison  par  parUcr 
double. 
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eu  de  iiûmbieuses  ëdiiîous  daut  la  dernière  est  de  iStt. 
Avignon  y  în-12, 

Nostraîies  d'arilhméticjue  acluels  iront-ils  aussi  loin? 
c'est  ce  qu'on  verra  en  3ô58  ;  mais  le  français  d'aujour- 
d'hui sera-t-îl  encore  înlellîgible  dans  deux  siècles?  Pos* 
sible  que  uon,  si  Tanarcliie  grammaticale  et  littéraire^ 
si  la  vlùlatîon  des  règles  classiques  vont  en  augmentant. 
Je  m'assure  que  déjà  Hacine  ressuscité  aurait  besoin. 
d'une  certaine  contention  d^esprît  pour  comprendre  grand 
Uombre  de  nos  poètes  ,  et  ceux  que  de  son  temps  Voltaire 
traitait  de  Welches  sont  des  Atliéniens  en  comparaison 
de  cerlâins  écrivains  contemporain  a  ; 

Si  tu  subis  ta  loi  hautaine 

De  tous  nos  bruyanlâ  novateui^, 

Bieutôt  Racine  et  la  Fontaine 

Auront  hcsiolii  de  traducteurs. 

(ëkkâKOër^  Dernières  €  lia  fi  sôm  f  p.   (2tî.) 

Mais  revenons  à  notre  spécialité ^  locution  qui  aurait 
taît  grimacer  Voltaire,  et  avec  raison  (^)* 

Keppler,  dans  F  introduction  de  son  immortel  ouvrage 
Astronomia  noua,  fait  ressortir  les  difficultés  que  présente 
la  rédaction  mathématique  : 

Nisienim  servaveris  genuinam  subtilàatem  proportion 
nuniy  instructionum,  demonstrationunt,  liber  non  erit 
mathemàticus  ^  sin  autem  seri^ai^eris,  lectio  efficitur  moro- 
sissima.».. 

«  Car  si  vous  ne  conservez  pas  la  minutieuse  exactitude 
que  requièrent  les  expositions ,  les  propositions.,  lès  dé- 
monstrations ,  l'ouvrage  n'est  plus  mathématique  ;  si  vous 
la  conservez,  la  lecture  devient  extrêmement  rebutante.  » 

C*)  Le$  langues  mortes  ont  rimmense  avantage  d'être  invariables.  Ci- 
céron  est  plus  intelligible,  plus  clair  pour  nous  que  les  romans  du  cycle 
carlovingien,  que  Joinville,  Rabelais  et  même  certaines  pages  de  Mon- 
taigne. 
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Et  plus  loin  il  continue  ainsi  : 

Dum  igitur  medeor  obscuritati  materiœ  insertis  circum* 
locatîonibus,  jatn  mihi  contrario  vitio  vi^eor  in  re  ma- 
thematica  loquax,  et  habet  ipsa  etiam  prolixitas  phra-- 
sium  suam  otscuritatem  non  minorem  quam  comcisa  bre- 
imitas,  Hœc  mentis  oculos  effugit^  illa  distrahit;  egethcBl* 
luce,  illa  splendoris  copia  laborat;  hic  non  moi^etur  vi* 
sus  y  iUic  plane  excœcatur, 

«  Lorsque  je  cherche  par  des  circonlocutions  insérées 
dans  le  discours  à  remédier  à  l'obscurité  de  la  matière,  il 
me  semble  que,  tombé  dans  le  vice  opposé ,  je  deviens 
phrasier.  D'ailleurs  la  prolixité  entraîne  une  obscurité 
non  moins  grande  qu'une  extrême  concision.  Celle-ci 
échappe  aux  regards  de  l'esprit,  celle-là  en  détourne 3 
Tune  est  privée  de  lumière ,  l'autre  pèche  par  excès  d'é- 
clat^ ici  l'œil  reste  fermé,  là  il  est  ébloui.   )> 

L'auteur  de  cette  arithmétique,  professeur  émérite, 
s'est  mis  en  garde  contre  ce  double  écueil.  Déjà  nous  avons 
rendu  complète  justice  à  la  première  édition  (t.  VI,  p.  439). 

.Eclairé  par  l'expérience  e(  aussi  pour  satisfaire  aux 
exigences  du  moment,  l'auteur  a  fait  de  notables  chan- 
gements de  formes  dans  cette  troisième  édition. 

i^.  là' Arithmétique  (3®  édition),  au  lieu  d'être  divisée 
en  cinq  livres  comme  la  deuxième,  est  divisée  en  dix-neuf 
chapitres. 

Ce  nouveau  modç  de  divisions  principales  permet,  sans 
rompre  renchaînement  théorique,  de  faire  suivre  plus 
immédiatement  chaque  groupe  de  principes  de  ses  appli- 
cations qui ,  sous  le  titre  A' Exercices ^  terminent  chacun 
des  chapitres. 

2°,  L'auteur  a  cru  devoir  abandonner  les  subdivisions 
des  livres  ou  chapitres  en  théorèmes  et  problèmes  (comme 
c'est  l'usage  en  géométrie  élémentaire),  et  la  remplacer 
par  une  subdivision  en  paragraphes  numérotés. 
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3".  La  ihéorie  de  la  division  des  nombres  enttera  (i-W 
pitre  IV)  est  beaucoup  plus  développée- 

4***  La  2*  édition  ne  con tenait  pas  les  approximations 
qui  forment  le  chapitre  X  de  la  3*"  édition* 

On  y  pemarque  une  théorie  et  une  règle  pratique  de  la 
division  abrégée  qui  sont  particulières  à  Fauteur,  et  dont 
l^osage  s'est  répandu  dans  la  plupart  des  établissements 
d'instruction  publique,  et  celte  règle  abrégée  est  rédigée 
d'tme  manière  abrégée,  ce  qui  n'est  pas  la  chose  ordi- 
naire. 

6*^.  Le  chapitre  XIII  comprend  quelques  notions  sur 
les  anciennes  mesures  de  France,  exigées  par  les  nouveaux 
progr  ammes  officiel  s . 

7^.  La  théorie  des  proportions  (chapitre  XVI  )  a  été 
consi  dérabl  emen  t  s  i  m  pH  fi  ée . 

On  a  très-bien  fait  de  ramener  la  théorie  des  propor- 
tions à  celle  des  fractions^  mais  il  y  a  des  gens  qui  veulent 
supprimer  les  proportions.  Ceci  rappelle  cet  homme  qui, 
ayant  entendu  dire  que  le  grand  Frédéric  avait  perdu  utie 
bataille  pour  avoir  mal  placé  son  aile  gauche,  conseillait 
de  supprimer  les  ailes  gauches. 

8°.  Les  règles  de  trois,  d'intérêt,  de  société  et  d^âlliAgé 
(chapitre  XVII  et  XVIII)  s'appuient  sur  la  méthode  dite 
de  réduction  à  /'n/iifé  qu'on  doit  au  baron  Réyiïaud. 

9°.  La  théorie  des  progressions  et  des  logarithmes  esc 
renvoyée,  conformément  aux  programmes  officiels,  aux 
éléments  d'algèbre. 

lo**.  Le  chapitre  XIX  comprend  Ttisage  des  loga- 
rithmes et  de  la  règle  à  calcul  pour  abréger  le  calcul 
numérique.  Il  est  destiné  particulièrement  (conformé- 
ment aux  programmes  officiels)  aux  élèves  de  troisième 
(sciences). 
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Leçons  d'Arithmétique  élémentaire;  par  Maximilien 
Marie,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  profes- 
seur à  rinsdtution  Notre-Dame,  dirigée  à  Âuteuil  par 
M.  Lévêque.  Arnaud  de  Vresse,  éditeur.  Paris,  1857. 

On  a  beaucoup  écrit  >sur  F  arithmétique  et  sous  des 
points  de  vue  très -variés.  Reynaud,  Bourdon  nous  ont 
laissé  des  Traités  remarquables  à  plus  d'un  titre.  flDans 
ces  dernières  années  ont  paru  ceux  de  MM.  Bertrand  et 
Serret;  tous,  prenant  la  science  des  nombres  pour  point 
de  départ  dans  les  études  mathématiques ,  en  offrent  les 
principes  dans  un  ordre  logique  et  procèdent  du  simple 
au  composé. 

Après  la  publication  du  nouveau  plan  d'études ,  cer- 
tains auteurs ,  prenant  à  la  lettre  le  texte  même  des  pro- 
grammes sans  en  saisir  l'esprit,  ont  inondé  le  corps  en- 
seignant de  publications  dans  lesquelles  la  science  mutilée 
est  souvent  réduite  à  des  proportions  microscopiques.  Les 
Leçons  que  nous  analysons  aujourd'hui  pourraient  être 
regardées  comme  une  protestation  contre  la  tendance  de 
ces  auteurs  à  supprimer  dans  les  études  les  idées  de  géné- 
ralité. M.  Marie,  convaincu  que  l'arithmétique  ne  peut 
être  étudiée  sans  le  secours  de  ralgèbi^e,  abandonne  les 
usages  reçus  et  ne  procède  pas  toujours  du  simple  au 
composé. 

L'ouvrage  est  divisé  en  J.rois  parties  :  le  calcul  des  en- 
tiers, celui  des  fractions  et  celui  des  incommensurables. 

Après  la  numération,  on  trouve  des  remarques  ayant 
pour  but  d'initier  aux  différents  systèmes  de  numération. 
Les  définitions  des  quatre  opérations  fondamentales  n'é- 
tant point  données  sous  un  point  de  vue  purement  abs- 
trait, exigent,  notamment  pour  la  division,  de  longues 
explications.   Les  procédés  d'opérations  sont  exposés  et 
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discutés  sans  le  secours  d'exemples  et  repris  ensuite  sous 
forme  syutlieLique, 

Les  énoncés  rdalifs  aux  principes  qui  se  rapportent 
aux  produils  et  aux  quotients  ont  reçu  des  modiGcatloui^ 
presque  raditales.  Peut-èlre  ne  sont-elles  pas  heureuses, 
car  rélève  laborieux  qui  veut  s'instruire  ne  consulte  pas 
seulemeiil  uti  ouvrage,  et  c'est  lui  imposer  un  travail  pé- 
nible que  de  supprimer  les  points  de  repère  qui  lui 
marquent  le  droit  chemin. 

La  recherche  du  plus  petit  multiple  commun  est  basée 
uniquement  sur  la  décomposition  des  nombres  en  fac- 
teurs premiers.  En  re  point,  nous  signalons  une  lacuue 
fâcheuse,  car  les  procédés  de  décomposition  sont  impra- 
Il  cables  pour  des  nombres  qui  n'admcttcut  que  des  fac- 
teui's  premiers  un  peu  grands,  La  méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur  n'est  pas  un  exercice t  c'est  une  méthode 
sure,  tandis  que  T autre  n'est  qu'un  expédient  en  usage 
dans  les  cas  Lrès-s impies. 

Le  calcul  des  fractions  est  précédé  de  la  théorie  des 
rapports  et  proportions.  L'auteur  analyse  avec  beaucoup 
de  soin  tous  les  cas  relatifs  à  l'expression  du  rapport  des 
grandeurs  homogènes.  Les  avantages  qui  résultent  de 
l'emploi  de  la  plus  grande  commune  mesure,  les  condi- 
tions d'égalité  des  rapports  de  grandeurs  incommensu- 
rables ,  forment  un  corps  de  doctrine  complet  et  nette- 
ment exposé. 

Dans  le  retour  des  quotien^  périodiques  aux  généra- 
trices, l'auteur  laisse  à  l'élève  une  tâche  trop  rude  en 
l'engageant  à  rétablir  lui-même  ce  qui  manque  de  rigueur 
à  son  raisonnement.  La  sommation  d'un  nombre  illimité 
de  quantités  décroissantes  et  suivant  une  loi  déterminée, 
n'est  pas  facile  à  deviner,  et  le  premier  exemple  qui  se 
présente  devrait  être  traité  sans  restrictions. 

Un  chapitre  est  consacré  à  la  résolu  lion  des  règles  de 
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trois  et  aux  applications.  L'auteur  n*a  pas  cru  qu'il  fut 
nécessaire  d'exposer  le  système  métrique ,  les  anciennes 
mesures  ^t  leurs  rapports  mutuels. 

Dans  lé  calcul  des  incommensurables,  on  distingue 
d'abord  des  notions  sur  la  continuité  des  fonctions  et  la 
théorie  générale  des  approximations.  Les  méthodes  basées 
sur  les  erreurs  absolues  sont  suivies  de  celles  qui  résul- 
tent de  la  considération  des  erreurs  relatives ,  l'auteur 
met  en  évidence  la  simplicité  de  ces  dernières.  Viennent 
ensuite  les  opérations  abrégées ,  une  théorie  des  racines 
de  degré  p  servant  de  base  aux  procédés  d'extraction  des 
racines  carrées  et  cubiques  des  trois  espèces  de  nombres. 
Cette  partie  est  complétée  par  un  procédé  abrégé  dû  à 
Wantzel  pour  calculer  une  racine  composée  d'un  gratid 
nombre  de  chiffres. 

L^ouvrage  se  termine  par  la  théorie  des  progressions  et 
des  logarithmes ,  précédée  du  calcul  des  radicaux  et  des 
exposants  de  nature  quelconque. 

De  nombreux  exercices  accompagnent  chaque  théorie  : 
en  cela  M.  Marie  a  suivi  l'exemple  des  bons  autimrs. 

F.-A.  Beywac, 

Professeur. 

iV'bto  ^iTii  jffédacicfi/*.  Celle  Arithmétique  s'adresse  prin- 
cipalement aux  adeptes  de  la  philosophie  dite  positive;  le 
style,  l'exposition,  les  méthodes,  tout  rappelle  la  ma  • 
nière  du  célèbre  chef  queirette  école  a  récemment  perdu. 
Une  seule  citation  suffit  pour  donner  une  idée  générale 
de  l'esprit  qui  règne  daus  l'ouvrage.  A  propos  de  la  sous- 
traction^ considérée  comme  opération  ini^erse  de  Taddi-r 
tion,  on  lit  (p.  i3)  : 

«  Plus  généralement,  deux  fonctions,  composées  d'ope- 
»  ration^  en  nombre  plus  ou  moins  considérable,  sont 
)j  inverses  Tune  de  l'autre,  lorsque  le  dernier  résultat 
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»  des  opévalioas  successÎYes  q^i  consûmeni  la  ppemièFe 

»  de  ces  IbiRtJous  éUnl  su<;t:t'sâivetiit;iiL  soumis  aux  opé- 
n  rations  qui  entrent  daos  la  seconde,  ta  grandeur,  cjuelle 
>i  qu'elle  soitj  qui  a  éprouvé  tous  ces  eharigements,  revient 
)>  à  son  état  primitif,   n 

On  voit  bien  que  ces  Leçons  ne  sont  pas  destinées  à  des 
commençafiti.  Nous  adhérons  complètement  à  i'e  qu'on 
lit  dans  la  préface,  que  lâlgèbre,  cette  arithmétique  uni- 
verselle, facilite  rintelligence  et  renseignement  de  Fa- 
ritbmé tique  chiffrée, 

LoGAElTHMOniïM     \î    DECIMALIUM     IfOVA    TaBLLA     BeROLI- 

liEHsis,  et  numerorum  vulgarîum  ab  i  usque  ad  tooooo, 
et  functionum  trigonometricaruni  ad  décades  niinuto- 
rum  seciindorum^  auctore  Carolo  Bremiker^  ài\  ph- 
Beroliui^  i85a.  i  volume  in -8  r  préface  et  introduction 
Sa  pages,  Tables  5a4  pages. 

Ursinusj  astronome  danois,  publia  à  Copenhague,  en 
1827,  des  Tables  de  logarithmes  k  six  décimales  dont  il  a 
déjà  été  question  dans  les  Noux^elles  Annales,  tome  XVI, 
page  1 28.  Ces  Tables,  à  la  fois  correctes  et  commodes ,  pré- 
sentaient cependant  quelques  inconvénients,  que  M.  Bre- 
miker  a  su  éviter  dans  Touvrage  qu'il  a  composé  sur  le 
même  plan  qu'Ursinus  et  dont  nous  allons  rendre  compte. 

Nous  donnerons  d'abord  une  analyse  de  la  préface  de 
M.  Bremiker.  Cette  préface,  très-instructive,  contient 
la  description  des  Tables  avec  l'exposé  raisonné  des  prin- 
cipes qui  ont  présidé  à  leur  construction. 

L'auteur  fait  d'abord  remarquer  que  la  grande  habi- 
tude du  calcul  logarithmique  peut  seule  faire  apprécier 
les  avantages  et  les  défauts  d'une  Table  5  et  c'est  ce  qui 
explique  les  imperfections  de  la  plupart  des  Tables  ac- 
tuelles ,  dont  la  construction  a  été  laissées  de  simples 
théoriciens. 
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;  M •  Biremiker  prouve  ensuite,  comme  Ta v ai t  déj à  prouvé 
ilrsinus,  que  six  âécinales  sont  suffisantes  pour  les  be- 
soins ordinaire»  de  rastrônomie ,  puisqu'elles  peuveut 
fttire  eonuaitre  les  angles  à  ub  quart  de  seconde  près,  ce 
qui  est  assez  pour  le  calcul  des  éphraiérides,  et  à  plus 
forte  raison  pour  le  calcul  des  observations  astronomiques 
et  gëodésiques,  et  surtout  pour  les  applications  à  la  t0|)0- 
grai^ie  et  à  la  navigation. 

Un  des  avantages  de  la  suppression  delà  septième  dé- 
cimale dans  les  Tables  usuelles ,  c'est  de  rendre  dix  fois 
plus  petites  les  différences  tabulaires.  L'utilité  de  cette 
réduction  des  différences  est  surtout  sensible  dans  les 
Tables  trigonomé triques  9  où  il  faut  en  même  temps  que 
Farguttoit  croisse  par  intervalles  assez  rapprochés  pour 
que  les  différences  secondes  n  exercent  aucune  influence.' 
Taylor  et,  après  lui,  Bagay  et  Shortrede  ont  construit 
des  Tables  trigonomé  triques  à  sept  décimales  procédant 
de  seconde  en  seconde.  Mais  on  a  été  forcé,  pour  dimi- 
nuer le  volume  de  ces  Tables ,  qui  est  encore  resté  très- 
considérable,  de  supprimer  les  différences  et  d'employer 
des  moyens  d'abréviation  qui  en  rendent  Tusage  pénible. 
Il  est  donc  préférable,  lorsqu'on  veut  calculer  avec  sept 
décimales,  d'employer  des  Tables  procédant  de  lo  secondes 
en  lo  secondes,  comme  celles  de  Gardiner  ou  de  Callet. 
La  grandeur  des  différences .  et  leur  variation  rapide  ne 
permettant  pas  d'insérer  dans  chaque  page  les  parties  pro- 
portionnelles des  différences  ,  on  peut  avoir  recours  avec 
beaucoup  d'avantage  à  la  Table  construite  exprès  par 
M.  Bremiker  (*)  ou  aux  grandes  Tables  de  multiplica- 
tion de  Crel  le  (**). 

(*)  Tajeln  dcr proporiionallheile.  Berlin,  bei  biimmlcr;  i843. 

(**)  Becheniajeln.  Berlin;  18.57.  ^"  ^^^  trouve  chez  Mallcl-Bacheliet, 
libraire. 
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Mais  lorsque  Ton  ne  conserve  que  six  décimales,  on 
peut,  presque  dès  le  commencement  de  la  Table ,  écrire 
en  marge  les  parties  proportionnelles  des  différences ,  et 
c'est  ce  qu'a  fait  M.  Bremiker  à  partir  de  5  d^rés.  De 
plus ,  pour  les  Tables  trigonométriques  comme  pour  la 
Table  des  logarithmes  des  nombres,  les  parties  propor- 
tionnelles sont  données  exactement  avec  une  décimale, 
de  sorte  que  Finterpolation  peut  se  faire  par  leur  moyen 
avec  toute  l'exactitude  que  comportent  les  Tables. 

M.  Bremiker  a  choisi,  pour  Fimpréssion  de  ses  TaUes, 
lé  caractère  elzevirien,  que  la  typographie  a  malheureuse- 
ment cessé  d'employer  depuis  le  commencement  de  ce 
siècle ,  et  auquel  nous  espérons  que  Ton  reviendra , 
comme  semblent  le  prouver  quelques  tentatives  heureuses 
"faites  dans  ces  derniers  temps  en  France  et  en  Angle- 
terre. Ce  caractère  fatigue  beaucoup  moins  la  vue  que  le 
caractère  moderne  de  hauteur  uniforme,  et  les  chiffres 
y  sont  beaucoup  plus  distincts  les  uns  des  autres  (^). 

Dans  la  disposition  des  pages,  le  but  de  Fauteur  a  été 
quune  fois  le  livre  ouvert  à  la  page  convenable,  on 
puisse,  sans  avoir  besoin  de  lire  les  chiffres,  indiquer 
immédiatement  l'endroit  de  la  page  qui  répond  à  l'argu- 
ment donné.  Chaque  page  de  la  Table  des  logarithmes 
des  nombres  contient  cinquante  lignes  au  lieu  de  quarante 
comme  dans  les  Tables  d'Ursinus  :  de  cette  manière, 
l'ensemble  de  deux  pages  en  regard  contient  exactement 
mille  logarithmes.  Cette  disposition  était  déjà  adoptée 
dans  la  plupart  des  Tables  à  sept  décimales ,  telles  que 
celles  de  Vega ,  de  Babbage  ,  etc. 

Dans  les  Tables  à  sept  décimales,  on  détache  généra- 

(*)  Vojrez  la  Noie  de  M.  Bailleul  {Bulletin  hihliographiqucy  t.  II.  p.  i55). 
Cette  Note  montre  combien  les  chiffres  français ,  qui  ont  conservé  pres- 
que tous  les  avantages  du  caractère  elxevirien ,  l'emportent  pour  la  clarté 
sur  les  chiffres  d'égale  hauteur. 
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lemenl  les  trois  premières  figures  communes  k  plusieurs 
logarithmes  consécutifs ,  et  que  l'on  écrit  une  fois  pour 
toutes,  en  indiquant,  s'il  y  a  lieu,  le  changement  de  la 
troisième  décimale  dans  le  courant  d'une  même  ligne  soit 
par  un  signe  particulier,  tel  qu'un  astérisque,  un  chiffre 
de  forme  différente,  etc.,  soit  en  brisant  les  lignes, 
comme  Ta  fait  Callet.  M.  Bremiker  a  rejeté,  avec  beau-' 
coup  de  raison  selon  nous,  le  moyen  inventé  par  Callet. 
Mais  peut-être  le  signe  qu'il  emploie  dans  le  même  but 
(un  petit  trait  horizontal  placé  au-dessus  du  premier 
chiffre  de  chaque  nombre  de  la  ligne)  n'est-il  pas  aussi 
distinct  que  l'astérisque  dont  se  sert  Vega.  Il  est  vrai  que 
remploi  de  ce  signe  est  beaucoup  plus  rare  que  dans  les 
Tables  dont  nous  venons  de  parler ,  M.  Bremiker  ne  dé- 
tachant que  deux  chiffres  au  lieu  de  trois  (*). 

Les  pages  sont  partagées  en  tranches  de  dix  lignes  par 
des  filets  placés  au-dessus  et  au-dessous  de  chaque  dixième 
ligne;  les  neuf  lignes  intermédiaires  sont  divisées  par  des 
blancs  en  groupes  de  trois.  Nous  ne  saurions  dire  si  cette 
disposition  compliquée  est  plus  avantageuse  que  la  dispo- 
sition plus  simple,  adoptée  entre  autres  par  Yega  et  Bab- 
bage,  et  qui  consiste  à  séparer  les  lignes  de  cinq  en  cinq 
par  des  blancs,  sans  filets  horizontaux,  surtout  si  Ton 
fait  ces  blancs  alternativement  plus  grands  et  plus  petits 
comme  dans  les  Tables  de  Shortrede. 

Au  bas  de  chaque  page  se  trouvent  deux  petites  Tables 
indiquant ,  pour  deux  échelles  décuples  l'une  de  l'autre, 
la  conversion  en  degrés  et  minutes  des  nombres  de  la 
page  considérée  comme  représentant  des  secondes.  Il  n'eût 


(*)  Ursinns  détache  trois  chiffres  et  marque  le  changement  du  troi- 
sième, dans  le  courant  d'une  ligne,  par  une  petit  trait  pareil  à  celui  de 
M.  Bremiker,  mais  placé  seulement  sur  le  premier  zéro  pour  lequel  le 
changement  a  lieu  ,  ce  qui  peut  donner  lieu  à  de  fréquentes  erreurs. 
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pa^étë  difficile  d'y  jt^indre  les  legarilhines  des  rappoits 

■       '       /  ■  ';    .  .'[..,'  »      ■    .  ;  1 

X         tangx 

■..>  .  -..i    rrr-,>     .  "    '"^  >■'■»    ••  •      ». 

sinor  j: 

■  .  '  '    /  - 

qu^Ursintis  donne  en  haut  de  ehaque  page,  et  qui  soiil 
miles  pour  calculer  les  logarithmes  des  sinus  et  des  tan- 
gentes des  pelîts  art's, 

A  la  fin  de  la  Table  des  logarithmes  des  nombres  est 
uïic  Table  de  conversion  réciproque  des  logaritknies  vul- 
gaires et  naturels* 

Les  Tables  trîgononiétriques  se  composent  de  deux  par- 
ties, dont  Tune  contient  les  logarithmes  des  sinus  et  des 
tattgeutes  de  seconde  en  seconde  pour  les  cinq  premiei-s 
degrés,  Jusqu  à  o"  ao',  la  di§position  est  la  même  que 
dans  la  partie  cotres  pond  au  te  des  Tables  de  Callet.  A 
partir  de  là,  la  Table  est  à  double  entrée,  la  première 
çolontie  à  gauche  donnant  lei  dizaities  de  seconde,  elles 
colonnes  suivantes  les  unités.  Pour  que  Ton  puisse  appli- 
quer rommodément  n  retle  disposition  la  double  gradua- 
tion des  Tables  trigonométriques  ordinaires,  on  a  ajouté 
une  onzième  colonne  marquée  lo^'en  haut  et  o'^  en  bas, 
et  formée  en  répétant  à  la  fin  de  chaque  ligne  le  premier 
nombre  de  la  ligne  suivante. 

La  seconde  partie  contient  les  logarithmes  des  sinus  et 
des  tangentes  de  lo  secondes  en  lo  secondes  pour  tous  les 
degrés  du  quart  de  cercle.  La  disposition  diffère  peu  de 
celle  des  Tables  de  Callet.  Seulement,  comme  dans  les 
Tables  de  Lalande  et  d'Ursinus,  Tordre  des  colonnes  est 

Sin.,  Tang. ,  Colang.  Cosin., 

Cosin.,       Cotang. ,       Tang. ,  Sin. 

Cet  ordre  est  plus  syméuiquc  que  celui  de  Callet  par 
rapport  à  la  double  graduation. 

A  partir  de  5  degrés  ,  on  a  placé  en  marge  les  paities 
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proportionnellos  des  différences.  Pour  des  angles  plus  pe- 
tits,  on  a  plus  d'avantage  en  recourant  à  la  première 
partie  de  la  Table  ou  aux  moyens  dont  nous  parlerons 
plus  tard. 

LâO  recueil  est  terminé  par  des  Tables  auxiliaires  don- 
nant la  conversion  des  parties  d'arc,  soit  ^n  parties  de 
rajon,  amt  en  parties  de  jour,  celle  du  temps  sidéral  en 
t^npa  moyen  et  réciproquement,  et  enfin  par  uae  Table 
de  nomlires  usuels  avec  leurs  logarithmes. 

M.  Bremiker  donne  ensuite  des  détails  sur  les  soins 
qu'il  a  pris  pour  assurer  la  correction  de  ses  Tables.  Il  les 
a  eomparées  d^abord  avec  le  Thésaurus  logarithmoruni^ 
de  Vega,  et  tous  les  logarithmes  du  Thésaurus  dont  les 
derniers  chiffres  sont  Soooou  diffèrent  peu  de  5ooo  ont 
étd  calculé»  de  nouveau  avec  une  plus  grande  précision. 
L'^reuve  a  été  aatisfaisante  pour  la  Table  des  loga- 
rithmes des  nombres,. qui  ont  été  chaque  fois  reconnus 
exacts.  Mais  il  a'en  a  pas  été  de  même  pour  les  Tables 
trigomomélriqueft,  oÀ  Vega  n'avait  fait  que  reproduira, 
avec  des  corrections  insuffisantes  (^),  les  Tables  de  la 
TfigoHometria  artifieiatis  de  Vlacq.  M.  Bremiker  a  vé- 
rifié I9i5  logarithmes  de  ces  Tables  au  moyen  de  la  Tri'*- 
gonometria  bràanmca.  Sur  ces  i25  logarithmes,  44  seu- 
lement ont  été  reconnus  exacts  \  58  étaient  en  erreur 
d'une  unité  sur  la  dernière  figure ,  1 8  de  deux  unités , 
4  de  trois  unités,  i  de  cinq  unités.  En  estimant  d'après 
la  joén^Le  proportion  le  nombre  d'erreurs  que  doit  con- 


(*)  Vega  BO  8*e8t  pas  même  donné  la  peine  de  collationner  ses  Tables 
ayeo  la  Trigonométrie  britannique^  qui  lui  aurait  fourni  un  contrôle  immé- 
diat de  i5  minutes  en  i5  minutes,  et  même,  pour  le  commencement  de 
sa  Table,  de  36  secondes  en  36  secondes.  Ainsi  les  logarithmes  du  sinus  et 
4e  la  tangente  de  o®  i5'  sont  en  erreur  d'une  unité  du  dixième  ordre, 
et  plus  de  Uk  moitié  des  logarithmes  communs  aux  deux  Tables  sont  dans 
le  même  cas. 

Bulletin  mMlhématique,  t.  IV.  (Mars  iS58.)  ^ 
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tenir  la  Table  entière»    il  en  résulterait  que  sur  les 
68o4o  logarithmes  qu'elle  renferme  44<>S^  doivent  avoir 
besoin  de  correclioa. 

Ces  imperfections  des  Tables  à  dix  décimales,  où  k 
dernière  décimale  est  loujours  incertaine  j  ont  produit  un 
grand  nombre  d^îuexaciitudes  dans  les  Tables  à  sept  dé- 
cimales que  nous  possédons ,  lesquelles  ne  sont  en  général 
que  des  éditions  abrégées  des  anciennes  Tables  de 
Vlacq  (*)*  De  toutes  ces  éditions,  la  plus  eisacte  est  celle 
de  Gardiner  (174^  )^  q^i  ^  pHs,  il  est  T^rai,  ses  logarithmes 
dans  les  Tables  de  Vlacq,  maïs  après  les  avoir  corrigés 
ayee  le  plus  grand  soiu  par  la  comparaison  des  dîffé^ 
renées  (**)  ^  et  si  Ton  coll  adonne  les  Tables  de  Gardiner 
a?ec  celles  de  Taylor,  comparées  un  demi-siècle  plus  tard 
{ryga) ,  on  trouve  que  dans  les  cas  assez  nombreux  où  les 
deux  aoieurs  sont  en  désaccord^  c'est  loujours  le  nombre 
donné  par  Gardiner  qui  est  le  vrai.  Les  Tables  de  Callet 
n*étant,  pour  la  partie  principale,  quVne  reproduction 
de  relies  de  Gardiner,  participent  naturellement  A  leur 
exactitude.  Mais  il  faut  en  excepter  la  partie  calculée  par 
Callet  lui-même,  c'est-à-dire  celle  qui  contient  les  loga- 
rithmes des  sinus  et  des  tangentes  de  seconde  en  seconde 
pour  le  cinquième  degré.  M.  Bremiker  a  reconnu  dans 


(*)  Pour  n'en  citer  qn'un  exemple,  on  trouve  dans  les  Tables  de  Vega 
(  Leipzig ,  tirage  de  1 854  )  log  tang  70  69'  =  9, 1 46885o  au  lieu  de  9, 1 468849. 
Cette  faute  provient  d'une  erreur  de  deux  unités  commise  par  Vlacq  sur 
la  dixième  décimale  ;  les  trois  derniers  chiffres  sont  Soi  dans  les  Tables  de 
Vlacq,  tandis  qu'ils  devraient  être  499- 

(**)  Si  l'on  forme  le  tableau  des  logarithmes  des  fractions  >  — ^, 

X  X 

d'après  VAriihmetica  logariihmica,  on  aperçoit  dans  les  différences  se- 
condes des  irrégularités  trop  fortes  pour  qu'on  puisse  les  attribuer  à  des 
erreurs  de  moins  d'une  unité  sur  la  dernière  figure,  telles  qu'on  devrait 
en  attendre  si  les  logarithmes  de  x,  de  sinx  et  de  tangx  élaient  tous  ap- 
prochés k  moins  d'une  demi-unité  près. 
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celte  seule  partie  (tirage  de  1S21)  plus  de  mille  fautes  sur 
la  dernière  décimale.  En  présence  d*une  telle  assertion, 
il  nous  semblerait  urgent  qu'on  procédât  k  une  révision 
scrupuleuse  de  cette  partie  d'un  recueil  si  justement  es- 
timé. 

La  Pré&ce  est  suivie  d'une  Introduction  où  se  trouve 
d'abord  expliqué  l'usage  des  Tables.  Nous  en  extrayons 
senlemçntquelques  remarques.  Pour  obtenir  avec  six  déci- 
males les  logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  des  arcs 
moindres  que  5  minutes,  on  peut  prendre  simplement  le 
logarithme  de  l'arc  évalué  en  parties  de  rayon.  Pour  les 
arcs  plus  grands,  jusqu'à  i  degré  environ,  on  corrige 
cette  valeur  au  moyen  de  la  formule  de  Maskeline 

»/ ^ 

sm^  =  or  v<î<>s «  -♦-  Tt  4- . . . > 
4 

qui ,  réduite  i  son  premier  terme ,  donne 


X 


sin Jc  =  or  ^cos;r ,      tang^:  =  5-=: 


\/cos'« 

Dans  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne,  donné  par 
deux  côtés  et  l'angle  compris ,  il  est  avantageux ,  si  l'on 
v^ut  obtenir  tous  les  autres  éléments  du  triangle,  d'em- 
ployer les  formules 

asin  -(B  —  C)  =  {b  —  c)cos-A, 

acos-(B  — C)  =  (ô  H-c)sin-A, 

analogues  aux  formules  de  Delambre  ou  de  Gauss. 

L'Introduction  est  terminée  par  un  Mémoire  sur  les 
erreurs  que  l'on  peut  commettre  dans  le  calcul  logarith- 
mique par  suite  de  l'inexactituae  des  Tables,  qui  ne 
peuvent  donner  les  logarithmes  qu'à  une  demi-unité 
près  du  dernier  ordre.  Le  calcul  de  l'erreur  commise  sur' 


(20) 

une  formule  se  réduit  à  une  dîfférentiation  après  laquelle 
on  doit  remplater  les  différentielles  des  diverses  quantités 

par  des  nombres  quelconques  compris  eutrc  les  limiter 
d'erreur  dont  ces  quantités  sont  susccpllblcs.  Si  l'on  prend 
ces  uonibres  égaux  aux  limites  supérieures  des  erreurs, 
on  obtiendra  une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  Ton 
peut  commettre  sur  la  valeur  de  la  formule. 

Mais  il  S'en  faut  beaucoup  que  la  limite  supérieure 
ainsi  délerminée  puisse  servir  de  guide  daus  les  ealculi 
pour  évaluer  F  approximation  sur  laquelle  on  est  en  droit 
de  compter.  En  général,  il  s'établit  entre  les  erreurs  par- 
tielles une  compensation  qui  atténue  beaucoup  Terreur 
définitive. 

Pour  obtenir  une  règle  plus  près  de  la  pratique,  il  faut 
avoir  recours  au  calcul  des  probabilités  qui  fait  connaître 
la  probabilité  que  Ferreur  soit  comprise  entre  deux  li- 
mites données  plus  petite  que  la  Hmite  supérieure.  Ne 
pouvant  entrer  ici  dans  aucun  détail  sur  Tanaljse  de 
Tauteuf,  nous  nous  contenterons  de  citer  un  exemple  à 
Tappui  de  ce  que  nous  annoncions  tout  à  l'heure  ;  cet 
exemple  donnera  une  idée  de  Tintérêt  et  de  l'importance 
de  ce  genre  de  recherches. 

Soit  proposé  de  calculer  par  logarithmes  le  produit  de 
vingt  facteurs  dont  les  logarithmes  sont  tous  connus  à 
moins  d'une  demi-unité  près  du  dixième  ordre.  La  limite 
supérieure  de  l'erreur  que  l'on  pourra  commettre  sur  le 

logarithme  du  produit  sera  -  X  20  ou   10  unités  du 

dixième  ordre.  Mais  il  ne  faut  par  croire  que  xo  repré- 
sente l'erreur  que  l'on  aura  à  craindre  en  général.  Si 
Ton  calcule  les  probabilités  que  les  erreurs  soient  com- 
prises entre  les  intervalles  o  et  i,  i  et  2 ,  2  et  3  etc.,  on 
trouve  les  résultats  suivants  où  les  probabilités  sont  éva- 
luées en  vingtièmes  d'unité  : 


(  ^>  ) 

ntervalles. 

Probabilités, 

O    —    I 

11,172 

1—2 

6,388 

2    -    3 

2»o5o 

3^4 

0,356 

4-.5 

o,o32 

5-6 

O,00!i 

6  — lo 

0,000 

.  En  calculant  maintenant  vingt  sommes ,  chacune  de 
vingt  logarithmes  consécutifs,  pris  dans  le  commencement 
de  la  Table ,  l'auteur  a  trouvé  pour  les  nombres  d'erreurs 
correspondants  à  chacun  des  intervalles  précédents  : 

0  —  I  i3 

1  —  2  4 

2  —  3  2 

3-4 

En  comparant  ces  nombres  aux  probabilités  données  ci- 
dessus  >  on  trouve  un  accord  surprenant,  eu  égard  au 
petit  nombre  des  épreuves  qui  ont  donné  ces  résultats. 

La  probabilité  que  Terreur  soit  comprise  entre,  9  et  10 
est  égale  à  Tunité  divisée  par  le  nombre 

2  432  900  000  000  000  000. 

Ce  Mémoire  est  terminé  par  une  application  des  for» 
mules  pour  le  calcul  de  l'erreur  probable,  à  divers  pro- 
blèmes de  trigonométrie  sphérique  et  par  des  remarques 
sur  l'utilité  de  ce  calcul  dans  le  choix  des  formules  (*). 

Nous  espérons  que  cet  aperçu  suffira  pour  faire  com- 
prendre les  qualités  précieuses  de  cet  excellent  ouvrage, 
et  pour  justifier  la  grande  réputation  dont  il  jouit  en 
Allemagne.  Houel,  Professeur. 

(*)  Toute  méthode  pratique  d'approximation  est  borgne  quand  on  ne 
sait  pas  calculer  Terreur  probable.        Tm.  ' 
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Leçons  guiv  les  fo:ecgtions  inverses  ûes  TKAiisCEr^DAffTEs 
ET  âuii  LES  suhfages  isothermes^  parM<  Laméf  mem- 
bre de  rinfiiiiuL  In*8  avec  figurai  dans  le  texte 5  iSSj* 
Prix  :  5  fraacs,  {Chez  Mallet-Bachelîer.  ) 

Un  grand  nombre  de  questions  de  uiëcanique ,  de  geo- 
inëtne  et  d'analyse  conduisent  aux  transcendantes  ellip 
tiques  et  à  leurs  fanetîons  inverses.  Le  deTeloppement  de 
cette  branche  importante  de  l'analyse  a  été  lent  et  pé- 
nible. Mâclaunn,  d^AIembert,  Fagnano,  Euler,  La- 
grange  etLanden  s'en  sont  occupés  les  premiers  (*),  L' in- 
fatigable Legendre  a  passé  la  plus  grande  partie  de  sa  vie 
à  Té  tendre  et  à  la  perfectionner.  Enfin  Abel  et  Jacobî, 
par  lenrs  remarquables  travaux ,  ont  achevé  de  couron- 
ner cet  édifice  élevé  avec  tant  de  peine. 

Après  tant  d'efforts  multipliés,  après  tant  de  difli cultes 
vaincues  j  il  a  fallu  songer  à  réunir  en  corps  de  doctrine 
tous  les  résultats  disséminés  dans  les  journaux  cl  les  col- 
leclîons  scientifiques.  A  la  vérité,  nous  possédons  depuis 
longtemps  le  grand  Traité  de  Legendre  et  les  Funda- 
inenta  nox^a  de  Jacobi.  Le  premier  de  ces  ouvrages  ,  nral^ 
gré  les  suppléments  qui  sont  dans  le  troisième  volume, 
est  insuffisant,  et  le  second  est  d'une  lecture  si  difficile, 
qu'il  rebute  la  plupart  des  personnes  qui  en  entrepren- 
nent l'étude.  Pour  rédiger  ce  cours  de  trigonométrie  des 
fonctions  elliptiques,  il  semble  que  la  méthode  la  plus 
naturelle  et  peut-être  la  plus  simple  devait  être  celle  qui 
avait  fait  inventer  leurs  diverses  propriétés,  c'est-à-dire 
la  méthode  analytique.  M.  Lamé  a  préféré  suivre  une 
autre  voie  :  la  théorie  de  la  chaleur  sert  de  base  à  son 
exposition.  Cette  application  des  mathématiques  appli" 

(*)  Cherchant  à  évaluer  l'aire  du  cylindre  oblique,  Pascal  l'ail  emploi 
de  fonctions  appelées  depuis  eAliptiqucs,         Tu. 
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quées  à  Tanalyse  pure  simplifie  singulièrement  Télude 
des  transcendantes  et  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce.  Les  surfaces  isothermes,  inventées  par 
M.  Lamé,  donnent  luie  représentation  très-simple  de  ces 
transcendantes  et  de  ces  fonctions.  Les  trois  variétés  de 
transcendantes  elliptiques  de  première  espèce  sont  expri- 
mées par  les  températures  relatives  aux  trois  surfaces 
homofocales  du  second  ordre,  et  leurs  fonctions  inverses 
sont  les  axes  mêmes  de  ces  surfaces.  C'est  en  traitant  le 
problème  de  l'équilibre  des  températures  dans  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux  que  M.  Lamé  a  été  conduit  à 
ces  résultats.  C'est  pour  la  première  fois  que ,  dans  une 
question  de  physique  mathématique,  on  soit  arrivé  aux 
transcendantes  elliptiques.  Le  lecteur  jugera  aisément 
avec  quelle  habileté  et  quelle  persévérance  le  savant  aca- 
démicien à  poursuivi  ses  recherches  sur  ce  terrain  qui 
lui  appartient  tout  entier.  Le  service  rendu  à  l'analyse 
est  considérable;  car  Tétude  des  fonctions  elliptiques  est 
rendue  accessible  à  un  plus  grand  nombre  de  personnes. 
D^ailleurs,  maintenant  que  l-élan  est  donné,  nous  aimons 
à  croire  que  nous  verrons  paraître  avant  longtemps  sûr 
le  même  sujet  un  traité  fondé  sur  l'analyse  pure.  Quoi 
qu'il  arrive,  Touvrage  de  M.  Lamé  restera  toujours 
comme  un  livre  original  et  d'une  extrême  simplicité. 

n  nous  reste  maintenant  à  en  donner  une  idée  tfès- 
sommaire.  L'auteur,  après  avoir  exposé  les  notions  né- 
cessaires sur  la  théorie  des  surfaces  isothermes ,  s'occupe 
spécialement  des  cylindres  elliptiques  et  hyperboliques, 
ainsi  que  des  surfaces  de  révolution  du  second  ordre.  Il 
trouve  pour  les  fonctions  inverses  de  ces  surfaces  les  six 
lignes  trigonométriques  ordinaires  et  les  six  lignes  trigo- 
nométriques  hyperboliques  ou  fonctions  exponentielles. 
La  même  étude  fait  trouver  successivement  toutes  les 
transcendantes  du  calcul  intégral  ordinaire,  c'est-à-dire 
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toutes  celles  qui  s'intègrent  par  des  arcs  de  cercles  ou 
par  des  logarilhmes»  L'auteur  aborde  ensuite  les  ii^urface.'^ 
homofocales  du  second  oi^ire  dans  le  cas  général  ;  il  ar^ 
rive  à  des  Ira  n  ace  n  dan  tes  et  à  des  fonctions  inverses  dont 
les  précédentes  ne  sont  que  des  cas  partjculîer&.  Les  pro- 
priétés bi^n  connues  des  fonctions  irigonomélrîqties  ei 
exponentielles  font  prévoir  la  plupart  de 'celles  des  nou- 
velles fonctions.  Ainsi  les  fonctions  trigonoméiriques 
ayant  une  période  réelle  et  les  fonctions  exponentielles 
une  période  imaginaire,  les  fonctions  elliptiques  possé- 
deront la  double  périodicités  On  aura  pareillement  les 
règles  de  r addition  et  de  la  multiplication.  Enfin  \es 
sinus  et  les  cosinus  forment  diverses  séries  propres  à 
représenter  une  fonction  arbitraire  entre  certaines  li- 
mites de  la  variable^  de  même  les  fonctions  elliptiques 
de  première  espèce  serviront  à  former  des  séries  plus  gé- 
nérales, Toutes  ces  questions  sont  traitées  avec  la  luci*' 
dite  qui  caractérise  Féminent  professeur  et  d^une  manière 
aussi  élémentaire  que  le  comporte  le  sujet,  11  y  a  trois 
questions  principales  savoir  :  les  formules  d'addition 
d'Euler,  la  double  périodicité  des  fonctions  inverses  et  la 
multiplication  des  transcendantes  d'Abel,  et  enfin  le  pro- 
blème épineux  de  la  transformation  de  Jacobi.  Les  limites 
dans  lesquelles  nous  sommes  obligé  de  rester  ne  nous 
permettent  point  de  donner  une  idée  de  tout  ce  qu'il  y  a 
de  neuf  et  d'original  dans  ce  livre.  D'ailleurs  une  analyse, 
fùt-elle  très-développée,  serait  toujours  insuffisante,  vu 
le  nombre  et  la  variété  des  détails.  Le  lecteur  n'a  rien 
de  mieux  à  faire  que  de  recourir  à  l'ouvrage  lui-même. 
Nous  nous  contenterons  de  faire  une  ou  deux  reniarques. 
En  trigonométrie,  on  sait  qu'on  considère  plusieurs  fonc- 
tions, bien  qu'on  puisse  les  exprimer  toutes  au  moyen 
d'une  seule.  De  même  M.  Lamé  considère  neuf  fonctions 
elliptiques  et  démontre  en  quelque  sorte  la  nécessité  de 


lèé  maintenir  séparément,  malgré  les  relations  qui  per^ 
mettraient  de  les  exprimer  à  l'aide  de  trois  d'entre  elles. 
A  ces  neuf  fonctions  correspondent  neuf  autres  fonctions 
qui  leur  sont  conjuguées.  Ainsi  en  tout  il  y  a  dix-huit 
fonctions  réparties  en  plusieurs  groupes  ;  pour  les  distin- 
guer entre  elles,  on  leur  a 'donné  des  noms  particulïersi 
Nous  recommandons  les  tracés  graphiques  analogues  à 
ceux  qu'on  fait  pour  les  lignes  tri gonomé triques;  ils 
sont  très-utiles  pour  fixer  dans  la  mémoire  les  propriétés 
des  fonctions  elliptiques.  L'ouvrage  se  termine  par  des 
applications  à  la  théorie  ae  la  chaleur;  dans  cette  partie 
se  trouvent  réunis  tous  les  développements  relatifs  aux 
séries  de  Fourier,  de  Laplace  et  de  M.  Lamé.  Ce  livre  j 
comme  toutes  les  productions  du  géomètre  que  Jacobi  ap- 
pelait un  des  mathématiciens  les  plus  pénétrants^  a  un 
cachet  caractéristique.  Qu'il  nous  soit  permis ,  en  termi- 
nant, de  concevoir  l'espérance  que  l'auteur  des  Leçons 
sur  la  théorie  mathématique  de  l'éla'sticité  des  corps  so- 
lides donnera  prochai nemeiit  au  monde  savant  un  autre 
ouvrage  traitant  d'une  manière  générale  des  coordonnées 
curvfilignes  et  dés  coordonnées  elliptiques^  en  suivant 
Tordre  des  idées  qui  les  ont  fait  découvrir  et  non  l'expo- 
sition synthétique  adoptée  dans  tous  les  écrits  qui  ont 
paru  sur  ce  sujet.  Ce  sera  un  nouveau  service  rendu  aux 
sciences. 

Enfin  ne  àerait-il  pas  à  désirer,  maintenatit  que  l'impor- 
tance des  fonctions  elliptiques  est  reconnue  de  tout  le 
monde ,  ne  serait-il  pas  à  désirer  qu'on  eût  des  Tables  pour 
'  tes  fonctions  comme  on  en  a  pour  les  fonctions  trigono- 
métriques  ordinaires  et  hyperboliques  (*)?  On  ne  verrait 
plus  si  souvent  cette  phrase  banale  :  le  problème  étant  ra- 

(*)  M.  Hermile  vient  d'exprimer  les  racines  des  équations  du  cinquième 
degré  en  fonctions  elliptiques,  premier  pas  immense.       Tm. 
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ïnené  aux  quadratures^  il  est  considéré  comme  résolu.  Es* 
péroos  que  F  Académie  des  Sciences ,  à  qui  revient  toute 
initiative  de  ce  genre,  fera  exécuter  ce  long  travail?  sou5 
la  direction  de  quelques- li us  de  ses  membres. 


TîiAMSFORMATlON   DES   PROPRIÉTÉS    MÉTRIQIJES   DES  FIGURES 
A  L'âlDE  DE   LA  THÉOillE  DI^S  I^OLAIHES  HÉClPaOQUES  ^   par 

M»  -idf.  MannliGim^  lieutenant  d'artillerie.  In- 8  avec 
il  gares  dans  le  texic;  iSSy*  Prix  :  2^"^  So*",  chez  Mal- 
let-Ba  ck  clierf  1  i  b  rai  re . 

Les  proprîétiîs  des  figures  se  divisent  en  deux  classes  : 
les  propriétés  descriptii^es  oà  l'on  île  lient  compte  que  de 
la  situation  des  lignes  les  unes  à  l'égard  des  autres  et  les 
propritHés  métriques  où  Ton  s'occupe  de  la  grandeur  des 
scgmenls  et  dt^s  angles. 

Lorsque  Ton  transforme  une  fignre  par  un  procédé 
métamorphique,  Ton  obtient  une  antre  ligure  qui  doit 
nécessairement,  quoique  sous  une  autre  forme,  rappeler 
les  propriétés  de  la  première.  La  transformation  d'une 
propriété  purement  descriptive  est  en  général  facile;  il 
n'en  est  pas  de  même  des  propriétés  métriques.  Voici  ce 
que  dit  à  ce  sujet  l'auteur  de  la  Géométrie  supérieure  re- 
lativement aux  transformations  homographiques  et  cor- 
rélatives (p.  6i4).  «  L'application  des  deux  méthodes  est 
»  toujours  facile  en  ce  qui  concerne  les  relations  descrîp- 
»  tîves  des  figures,  maïs  il  n'en  est  pas  de  même  des  rela- 
)x  tions  métriques,  soit  des  segments,  soit  des  angles  :  ces 
»  relations  pouvant  présenter  beaucoup  de  difficultés  ou 
»  se  refuser  même  à  la  transjormation,  » 

M.  Mannheim ,  prenant  pour  base  de  ses  transforma- 
tions la  théorie  des  polaires  réciproques,  rappelle  les  tra- 
vaux de  MM.  Poncelet ,  Chasles ,  etc.,  sur  le  même  sujety 


(  »7  ) 
puîs  énonce  ainsi  la  question  qu*îl  se  propose  de  ré- 
soudre :  Trantformer  à  V  aide  de  la  théorie  des  polaires 
réciproques  unç  relation  métrique  sans  lui  faire  subir 
aucune  préparation»  Déterminer  immédiatement  les  dif- 
férentes formes  sous  lesquelles  se  serait  présentée  la  /y?- 
lation  transformée  si  Von  auait  opéré  sur  différentes 
formes  de  la  relation  donnée. 

L'auteur  adopte  pour  courbe  directrice  un  cercle  d'un 
rayon  égal  à  Tuniié  linéaire,  de  celte  manière  il  trans- 
forme immédiatement  les  relations  angulaires ,  puisque 
l'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  des  droites  qui 
vont  du  centre  du  cercle  directeur  aux  pôles  des  droites. 
Les  relations  métriques  de  distances  se  transformeront  à 
l'aide  du  théorème  suivant  :  Le  rayon  de  la  circonférence 
directrice  est  moyen  proportionnel  entre  la  distance  du 
centre  au  pôle  et  à  la  polaire. 

On  parvient  à  une  relation  fondamentale  (i)  qui, 
modifiée  de  différentes  manières,  donne  une  série  de  foi- 
Qiules  placées  dans  un  tableau  général  (p.  56). 

Dans  les  articles  I,  II,  III,  IV,  on  transforme  la  dis- 
tance d'un  point  à  une  droite ,  la  propriété  du  carré  de 
l'hypoténuse,  ce  qui  conduit  à  plusieurs  théorèmes  inté- 
ressants. De  la  relation  aé  -i-  éc  =  ac,  qui  a  lieu  entre 
trois  points  situés  en  ligne  droite,  on  déduit  celle  qui 
existe  entre  quatre  points  d'une  droite  ou  d'un  cer- 
cle, etc, 

La  même  égalité  conduit  (article  IV)  à  différentes 
formes  du  rapport  anharmonique  et  des  divisions  homo- 
graphiques. 

L'article  Vj  systèmes  de  coordonnées,  donne  des  for- 
mules pour  trouver  l'équation  de  la  polaire  réciproque 
d'une  courbe  donnée,  que  cette  courbe  soit  considérée 
comme  lieu  géométrique  d'un  point  ou  comme  l'enve- 
loppe d'une  droite.  L'article  suivant  traite  de  la  trans-r 
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formatioii  de  dénions  t  rat  ion  ;  il  a  pour  but  de  faire  voir 
que  coDuaissant  la  démoustralion  analytique  ou  géomé- 
trique d'uu  théorème  j  on  obtiendra  celle  du  théorème 
polaire  en  transformant  successivement  les  diflerentes 
équations  qui  ont  conduit  a  la  démonsirauon  du  premier. 
On  applique  cette  méthode  à  divers  exemples. 

M.  Chasles,  dans  la  Géomélrw  sapéneurej  explique 
pourquoi  il  n'a  pas  fait  usage  dans  le  cours  de  son  ou- 
vrage des  méthodes  de  Iransforruationj  et  voici  la  princi- 
pale raison  qu'il  en  donne  (p.  608}-  u  Par  les  méthodes 
ti  de  transforniatjou  j  on  fait  un  théorème  déterminé  avec 
»  un  autre  déjà  connu.  On  peut  former  ainsi  une  collée* 
ïî  tiou  plus  ou  moins  ample  de  propositions^  Mais  ces 
»  propositions  sont  en  quelque  sorte  isolées^,  elles  man- 
il  quent  de  liens  entre  elles ^  on  ne  saurait  les  déduire  les 
ïï  unes  des  au  très  ^  lors  même  qu'on  voit  qu'elles  se  rappor- 
M  tcnt  à  une  même  théorie,  e te ^  w  Nous  pensons  cependant, 
avec  rauteur  du  Mémoire,  que  si  Ton  peut  dans  un  sys» 
tème  métamorphique  déterminé ,  transformer  la  longueur 
d'un  segment  pris  isolément  (c'est  le  problème  le  plus 
difficile  de  ce  genre  de  recherche) ,  on  pourra  par  ce  seul 
fait  non-seulement  transformer  une  propriété  d'une  figure, 
mais  encore  parvenir  à  la  démonstration  directe  du  théo- 
rème auquel  on  arrive.  De  sorte  que  si  Ton  a  une  série 
de  propositions  A,  B,  C,  etc.,  liées  les  unes  aux  autres, 
de  manière  à  former  une  théorie,  les  propositions  trans- 
formées A',  B',  C,  etc. ,  auront  aussi  entre  elles  un  certain 
enchaînement  qu'il  sera  bien  facile  d'apercevoir  (intro- 
duction, XVIII). 

Dans  la  chapitre  Vil,  on  donne  différentes  expressions 
de  l'aire  d'un  triangle 5  il  suffit  à  l'auteur  de  transformer 
la  base  et  la  hauteur  du  triangle  donné  pour  obtenir  la 
relation  cherchée. 

L'ouvrage  de  M.  Mannheim  traite  principalement  des 


(='9) 
transformations  dans  les  figures  planes,  cependant  dans 
ledernier  article  on  donne  différentes  expressions  de  Taire 
d'un  triangle  dans  l'espace  et  du  volume  d'un  tétraèdre , 
en  prenant  pour  surface  directrice  une  sphère. 

Fauhe. 

Leçons  de  Mécanique  élémentaire,  entièrement  con- 
formes aux  noui^eaujC  Programmes  de  l'enseignement 
des  lycées,  contenant  /oa^e5  les  connaissances  néces- 
saires à  ceux  qui  se  destinent  au  Baccalauréat  es  Scien- 
ces, aux  Ecoles  spéciales  du  gouvernement,  à  FEcole 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures  et  à  ceux  qui  sui- 
vent les  cours  des  écoles  professionnelles  et  des  nou- 
velles Facultés  des  Sciences  appliquées  ;  par  MM.  Henri 
Harantj  licencié  es  Sciences,  et  Pierre  Laffitte  ^  pro- 
fesseur de  mathématiques.  In-8  de  xi-369  pages ,  avec 
195  figures  intercalées  dans  le  texte  et  une  planche  in-8. 

La  Mécanique  renferme  deux  parties  distinctes  ;  1°  la 
phoronomie  ^  2°  la  mécanélogie, 

1°.  Phoronomie,  Les  lois  qui  régissent  ces  causes  mys- 
térieuses agissant  sans  intermédiaire  connu  et  désignées 
sous  le  nom  de  forces,  constituent  la  phoronomie.  Telles 
sont  les  attractions  astronomiques ,  physiques,  chimiques, 
électriques,  magnétiques,  thermiques,  etc.,  causes  du 
mouvement,  que  Kepler  désigne  sous  le  nom  poétique  et 
très-expressif  <îme.  En  effet,  ces  causes  agissent  comme 
l'âme  sans  qu'on  puisse  savoir  le  comment.  Toute  la  na- 
ture est  gouvernée  par  la  phoronomie.  L'étude  des  lois 
émanées  du  modérateur  des  mondes  est  le  but  de  cette 
science,  et,  comme  toute  science,  elle  est  fondée  sur  des 
principes  qui  ne  font  pas  partie  de  la  science,  qui  ne  sont 
pas  démontrables.  Il  faut  donc  bien  se  garder  de  recourir 
9  l'expérience  pour  y  trouver  la  démonstration.  Recourir 
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à  Vempîrisme^  c\*sl  dëlruîre  la  rertiliide.  Arîslole  dans  ses 

Ancdftiqaes  donne  ees  averti  s  sèment  s  si  logir|ues  : 

t(  Dans  les  preoiiers  priDcîpes,  on  ne  doit  pas  deman- 
der le  pouirqvioL   » 
n  ,"ajouie  : 

«  Ile  ne  tietinent  pas  leur  ceriîtude  d'ailleurs ,  mais 
d'eux-mêoaes,  » 

(t  Le  principe  de  la  démonstrution  n'est  pas  une  f£^ 
monstraiion.   n 

On  oublie  trop  sonveuL  ces  sages  ayertîssemenU. 

a^*  Mécanélogw,  Celte  partie  de  la  science  s^oceupe 
de  forces  agissant  par  rinterniédiaîre  de  corps  qui  pren- 
nent alors  le  nom  de  machin e^^.  Tels  sont  les  divers  le- 
viers j  le  plan  inclînéj  vis,  treuik,  ele.  On  y  fait  bien  usage 
des  doctrines  phoro  no  m  if  jTiea,  mais  la  mccanélogic  n'est 
pas  la  phoronomie,  pas  plus  que  l'arpentage  n'est  la  géo- 
m<jtrie ,  quoiqu'on  y  fasse  emploi  de  la  géométrie.  Le  but 
de  la  mécanélogie  est  de  produire  certains  effets ,  d'ob ter- 
nir certains  résultats  matériellement  utiles»  Le  but  est  un 
intérêt  lucratif.  On  comprend  que  dans  un  siècle  où  Tes- 
prit  du  gain  s'est  emparé  de  tous  les  esprits,  où  toutes 
les  aspirations ,  locution  ascétique  très  en  vogue  chez  nos 
(épicuriens ,  tendent  vers  le  bien-être  que  procure  la  ri- 
chesse ,  on  comprend  comment  la  mécanélogie  est  par- 
venue à  occuper  la  première  place  et  à  pousser  la  phoro- 
nomie sur  le  second  plan. 

La  mesure  de  la  force  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 

/  parties  de  la  science.  La  phoronomie  ne  considère  et  n'a 

besoin  de  considérer  que  la  masse  et  la  vitesse  ;  dès  lors 

la  mesure  de  la  force  est  naturellement  indiquée  par  le 
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{)roduit  de  ces  deux  facteurs ,  très-biea  désigné  sous  le  nom 
de  quantité  de  mouvement.  Dans  la  mécanélogîe  cela  ne 
suffit  pas 5  là ,  on  veut  connaître  le  bénéfice,  ce  que  pro- 
duit la  force;  c'est  ce  bénéfice  qu'on  nomme  quantité  de 
travail;  il  est  la  moitié  d'un  certain  produit  que  Leibnitz 
a  malheureusement  baptisé  sous  le  nom  de  force  vive^ 
quoiqu'il  n'y  ait  dans  cette  multiplication  ni  vitalité,  ni 
force;  le  mot  étant  généralement  admis  j  ce  serait  un  in- 
convénient de  le  supprimer.  Ce  sont  quatre  syllabes  dont 
les  sons  rappellent  un  certain  produit  La  quantité  de  tra- 
vail possède  cet  avantage  important  de  pouvoir  être  rendue 
manifeste  par  des  appareils  dynamométriques. 

Les  nouveaux  programmes  contiennent  trente -deux 
questions.  MM.  Harant  et  Laffitte  élucident  el  résolvent 
ces  questions  l'une  après  l'autre. 

L'ouvrage  est  divisé  en  trois  parties  :  i^  mouvement 
(1-94)  ;  2°  dçs  forces  et  de  leurs  effets  (gS-igg). 

Les  auteurs  attribuent  aux  corps  une  activité  propre 
et  nient  l'inertie,  c'est-à-dire  l'incapacité  de  la  matière 
à  se  mouvoir  d'elle-même  {voir  la  note  à  la  fin).  Je  ne 
ëais  ce  que  les  docteurs  de  l'ancienne  Sorbonne  auraient 
pensé  d'une  telle  assertion.  Les  corps  ne  peuvent  agir  les 
uns  sur  les  autres  par  le  choc ,  puisque  tout  contact  entre 
mcJëcules  est  impossible  ;  ils  agissent,  selon  Boscowich , 
comme  par  attraction  positive  et  négative  et  à  distance. 
La  communication  de  mouvement  se  fait,  on  ne  sait  com- 
ment, de  ratolécule  à  molécule,  et,  jusqu'à  ce  que  toutes 
les  molécules  soient  atteintes,  il  s'écoule  un  certain  temps  ; 
c'est  ce  temps  qui  est  l'origine  des  idées  embrouillées  sur 
la  force  d'inertie. 

3°.  Des  machines  (202-361).  C'est  la  partie  la  plus 
instructive  et  la  plus  intéressante.  Les  figures  sont  bien 
faites  et  les  explications  très-claires.  On  y  donne  des  ap- 
plications aux  diverses  machines  industrielles  aujour- 
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d'bui  eiîïsiaîiles.  Tout  ce  qui  concerne  la  ^mpeur  est  mis 
a  la  portée  des  gens  du  monde  iustrurt. 

Au  résume,  il  faut  savoir  ce  que  Ton  veut.  Youlez-vous 
vous  préparer  à  uu  examen  universitaire,  industriel  quel- 
conque, devenir  coiitre-m.aitre,  directeur  d'usines ^  ma- 
nufaclures,  elc,  lisez  la  Mécanèlogie  de  MM.  Haraut 
Cl  Lafïïtte,  Voulez-vous  apprendre  la  science ^  étudiez  la 
Mécanique  de  Poisson,  puis  les  Traités  de  MM.  Delau- 
najj  Duliamel,  les  Exercices  de  M.  Tabbé  JuUien  et  la 
Mécanique  moléculaire  de  M*  Lame. 

Note.  La  matière  inerte,  la  matière  avec  volonté  {ani- 
mal), avec  volonté  înielligente  (bomme)  sont  trois  caté- 
gories d'êtres  séparées  par  des  abîmes  infrancbissablcs. 
Les  philosophes,  constructeurs  de  ponts,  ne  manquent 
pas.  Mais  ce  qui  manque  h  ces  philosophes,  c'est  la  science 
précieuse  de  savoir  ignorer^  le  aliqua  nescire  de  Quin- 
tillien  (lib.  i  j  cbap,  v,  adfinem). 


Prospectus  Joàjsnis  Kepleri  astrowomi   opéra  omnia, 
edidit  Ch,  R,  Frisch.  Sludgartiœ,  mense  Majo  ,  iSSj. 

L'ouvrage  paraîtra  en  huit  volumes  in-8  5  le  prix  de 
chaque  volume  ne  dépassera  pas  12  francs.  Cette  édition 
renfermera  aussi  la  correspondance  inédite  déposée  à  l'ob- 
servatoire de  Pulkova. 

Les  principaux  astronomes  de  l'Allemagne  ont  souscrit) 
il  en  sera  sans  doute  de  même  dans  les  autres  pays.  On 
publiera  la  liste  des  souscripteurs. 
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ORIGINE  DU  MOT  CALCULER. 


Les  Romaius  n'avaient  pas  Vmûnhif  cahulare ^  ils  di- 
saient calcidos  subducere,  èter  les  cailloux.  On  sait  que 
pour  compter  Ils  employaient  soit  des  caillonx,  soît  pro- 
bablement des  billes  de  divers  diamètres,  de  diverses 
eovileurs,  k  l'instar  des  chapelets  dont  font  usage  les  relî- 
^euses.  Horace  dit  que  dans  son  enfance  il  allait  au  col- 
lège portant  des  sachets  remplis  de  cailloux.  Il  parait 
qu'on  ne  lui  ménageait  pas  les  coups.  H  appelle  son 
mattre  plagosus.  L'honnête  et  chaste  Quintillien  s'élève 
<;ontre  l'usage  barbare  de  battre  les  élèves  :  Cœdi  vero 
dùcentes,  quamquam  et  receptum  sit^  et  Chrysippus  non 
improbet,  minime  velim  (lîb.  Il,  chap.  IV). 

Le  mot  calculare  se  trouve  pour  la  première  fois  chez 
Âurelius  Pmdentîus  Clemens,  poëte  chrétien,  né  l'an  348 
dans  la  province  de  Tarragone  en  Espagne  [H*  livre  de 
la  Couronne  (  Peristephanon  )  ] . 


GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES 

À    nÉCCRNER    EU    1861 
(▼•Ir  t.  III,  p.  M). 


Perfectionner  en  quelque  point  la  théorie  des  po- 
lyèdres. 

Le  prix  consiste  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de 
3ooo  francs. 

Bulletin  mathématique,  t.  IV.  (Mai  i858.)  5 


(34) 
Les  Mémoires  devroïit  être  rendus  a  vaut  le  i/"'  juil- 
let 1861. 

\    DÉ€EIIJ!4EIL    B«     1860, 

u  Plusieurs  géomètres  ont  étudié  le  nombre  des  valeurs 
n  que  peut  prendre  une  fonction  déterminée  de  plusieurs 
w  variables  lorsqu'on  y  permute  ces  variables  de  toutes 
n  les  manières  possibles.  Il  existe  sur  ce  sujet  des  théo- 
>i  ries  remarquables  qui  suffisent  aux  application  s  de  cette 
n  théorie  à  la  démonstration  de  F  impossibilité  de  la  ré- 
n  solution  par  radicaux  d^une  équation  de  degré  supé- 
11  rieur  a  quatre;  mais  la  question  générale  qu  il  faudrait 
n  résoudre  serait  la  suivante  : 

<(  Quais  peui^enl  être  les  nombres  des  valeurs  desjonc- 
it  tions  bien  définies  gui  contiennent  un  nombre  donné 
a  de  lettres^  et  comment  peut-on  former  les  Jonctions 
t^  pour  lesquelles  il  existe  un  nombre  donné  de  valeurs? 

n  Sans  exiger  des  concurrents  une  solution  complète, 
^î  qui  serait  sans  doute  bien  difficile,^  T Académie  pour- 
j>  rait  accorder  le  prix  a  Tau  leur  d'un  Mémoire  qui  fe- 
»  rait  faire  un  progrès  notable  à  cette  tbéorie.   » 

Prix  :  Médaille  d'une  valeur  de3oo  francs. 

Les  Mémoires  devront  être  remis  avant  le  i®*"  juil- 
let 1 860 ,  terme  de  rigueur  (  Compte  rendu  des  séances 
de  r  Académie  des  Sciences  y  8  février  i858,  p.  3oi-3o2). 

Note  du  Rédacteur. 

Voir  pour  la  première  question  Nou^^elles  Annales, 
t.  II,  p.  i63,  4865  t.  VI,  p.  4805  t.  Vm,  p,  68,  i32, 
3o6-,  t.  XIII,  p.  299.  Journal  de  V École  Polytechnique, 
Càucht,  cabier  XVI,  p.  yS,  i8i3  ;  Poinsot,  cabîer  X. 
Savants  étrangers^  t.  Il,  Poinsot.  Compte  rendu,  1 1  jan- 
vier 1 853,  p.  65,  PoiNSOT-,  Bertrand,  p.  79. 

Pour  la  seconde  question   voir  Nou^^elles  Annales, 
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t.  XIV,  p.  403,  4085  Serret,  Algèbre  supérieure,  leçons 
XI*',  XIX®,  XX*  5  les  travaux  de  Ruffini  sont  le  point  de 
départ  [voir  Idi  liste  de  ces  travaux  dans  la  Biographie 
Michaud,  article /îii^m,  t.  XXXIX,  p.  278)5  Abel, 
Œuvres  complètes;  Luther,  /oa/7ia/ de  Crelle ;  Bettï, 
Annales  de  Tortolini. 
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Ces  Annales  font  suite  à  celles  des  Scienze  matema- 
tiche qui  datent  de  janvier  i85o  et  s'arrêtent  à  décembre 
1857.  Le  format  a  changé,  mais  ni  le  rédacteur  ni  les  col- 
laborateurs, heureusement.  La  première  collection  avait 
pour  but  de  faire  connaître  au  dehors  les  travaux  des  sa- 
vants italiens  \  la  seconde  aura  en  outre  pour  mission  de 
faire  connaître  en  Italie  les  travaux  extérieurs.  Les  noms 
qu'on  lit  ci-dessus  sont  une  garantie  que  ce  double  but 
sera  complètement  atteint. 

COKTEMU. 

I.  Henri  Betti. —  Mémoire  sur  les  équations  algébriques 
à  plusieurs  inconjiues  (p.  i  à  8). 

Etant  données  deux  équations  ayant  une  racine  com- 


mnne^  A  bel  a  eiiiieigné  la  manière  de  calculer  une  fonc- 
tion sytneirkpe  de  celte  racine  commune  [Piom'eîles  jin- 
nales^  U  XIV,  p,  8i  et  ^73), 

M.  Betti  donne  la  soluiiou  générale  de  cette  question  : 
Etant  données  n  -1-  i  équations  entre  n  inconnues ^ 
tromper  les  solutioTis  communes. 
Soient 

(ï)  /o^û,     /=0,     /,  =  0,».,  ,  /^=0 

lesnH-i  équations  enire  les  inconnues  Xi  ^  Xi^^^.j  x^j 
f^  est  de  degré  ^(0  7/1  est  de  degré  m^  ^f^  est  de  degré  m,, 
et  soient  p  solutions  communes  à  ces  équations,  moins  k 
la  première  f^=  o^  et 


«fl  =  h 


^a^  :=r  J^ 


La  première  seule  Ji  représente  une  solution  commune  à 
toutes  les  »  -h  I  équations. 

On  démon  tre  ces^  trois  théorèmes  qui  servent  de  lemmes. 

i**.^  Une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  s,, 
855... 5  s^  équivaut  à  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  Si. 

De  même  si  Ton  remplace  s^  par  un  s  quelconque. 

2**.  Une  fonction  rationnelle  et  entière  de  degré  quel- 
conque de  Si  équis^aut  à  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  système 
(2)^  cette  fonction  contient  un  seul  terme  de  degré 
mi  4-mjH-...4-  m„  —  n,  et  les  autres  termes  sont  de 
degrés  inforieurs. 

Désignons  par  A  le  déterminant  fonctionnel 


dxx  dx,        H. T.. 
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3**.  Si  Fp  indique  une  fonction  ^  ?«  5  p^  v?  Pbe   f^' 
tïonnelle ,  entière  et  ai*ec  un  seul  terme  de  degré 

/w,  -H  /w,  4- . . .  -+-  /w„  —  fi  y 

et  tous  les  autres  termes  de  degré  inférieur,  et  désignons 
par  Ap  ce  que  déifient  le  déterminant  fonctionnel  en  y 

remplaçant  Xi ,  Xj , . . . ,  x„  par  aÇ,  aÇ ,.•  •  >  ^S?  alors  le  terme 

de  degré  le  plus  éles^é  dans  Fp  sera 

p-=z\ 

Ces  trois  théorèmes  fournissent  la  solution  du  problème 
où  il  s'agit  de  déterminer  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque de  ^1 ,  seule  solution  commune  à  toutes  les  w  -H  i 
équations,  et  le  même  procédé  peut  s'appliquer  à  plu- 
sieurs solutions  communes ,  et  l'auteur  énonce  sans  dé- 
monstration les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  /t  + 1  équations  aient  t  systèmes  de  solutions  com-^ 
mnnes. 

Le  travail  a  le  cachet  de  profondeur  particulier  à  ce 
savant  géomètre-,  la  diversité  et  la  multiplicité  des  in- 
dices rendent  la  lecture  très-pénible. 

II.  François  Brioschi.  —  Note  sur  le  développement 
d^un  déterminant  (p.  9.-11). 

Posons 

I  I 

Xs  —  ar  {Xs'-arY 

^\,\y        *i,i>       ^2,1?        *2,iî»»-5        ^n,i  »        ^»,i 

^I,3J  *l,2>  ^2,1»  *2,2  j   •    •    •»  ^/J,2)  C«n,2 


A=: 


^i,?«>     *<,'n7      ^^.tny      <'^7.2r  >  •  •  •  ,        ^n,2/i>      <*n,2n 


C'est  ce  déterminant  de  4«*  termes  qu'on  développe  ainsi 
que  — et  -p—  ?  le  tout  en  lonction  des  x  et  des  a, 

m.  F*  Brioschi.  —  Mémoire  sur  les  foncuons 
abéliennes  complètes  (p.  ia-17). 

ai,  fit,*..,  ûifl+t  sont  Q^n  +  i  nombres  réek  différents 
entre  eux  et  tels ,  qu'on  a 

fit  <  Ûj  <C  fïi  .  .  .   <C  «2n  <C  «^«H-f 

Posons 


ou 


Soit 


A>o. 


3(:c  — ^,^,)  V^R(j^) 


Faire  d'une  telle  courbe  prise  entre  des  limites  détermi- 
nées désignées  par  les  a  est  une  fonction  abélienne  ;  ainsi 

.  est  une  fonction  abélienne  de  première  espèce ,  et 
^iQ(«^-)   p»    '        P(^) 

est  une  fonction  abélienne  de  deuxième  espèce. 
Si  l'on  pose 

71=1, 

on  a  les  quatre  fonctions  elliptiques. 

L'auteur  cite  un  certain  déterminant  A  dont  les  élé- 
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ments  sont  des  fonctions  abéliennes,  et  il  parvient  au 
résultat  curieux 


-(i)"- 


et ,  pour  les  fonctions  elliptiques , 
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Résolution  des  équations  transcendantes-,  par  M.  ji. 
Stem,  Traduit  de  l'allemand  par  M.  E,  Léyy^  agrégé 
des  Sciences.  Paris,  i858.  In-8  de  85  pages. 

En  littérature,  de  judicieuses  entraves  tendent,  dou- 
blent les  ressorts  du  génie.  Ainsi ,  au  xvii®  siècle,  la  sé- 
vère observation  des  règles  de  la  grammaire,  des  pré- 
ceptes du  goût,  des  lois  du  rbythme  et  de  l'barmonie 
dans  les  vers,  des  trois  unités  au  théâtre  ont  produit  des 
cbefs-d'œuvre.  Nous  nous  sommes  débarrassés  de  ces  en- 
traves, où  sont  nos  chefs-d'œuvre?  Il  en  est  ainsi  dans 
les  sciences  exactes.  Les  anciens  s'étaient  astreints  à  n'em- 
ployer d'autres  lignes  que  la  droite  et  le  cercle,  d'autres 
instruments  que  la  règle  et  le  compas ,  et  ils  nous  ont  lé- 
gué des  chefs-d'œuvre  :  Euclide,  Archimède,  Apollonius. 
On  peut  rapporter  à  la  même  cause  Huyghen s,  Newton: 
aux  deux  lignes ,  droite  et  cercle ,  se  rattachent  des  idées 
vraies  de  beauté  et  des  idées  chimériques  de  perfection 
auxquelles  les  anciens  tenaient  avec  une  ténacité  reli- 
gieuse. 

Toutefois  ils  s'apercevaient  que  pour  des  questions  qui 
exigeaient  des  extractions  de  racines  cubique  et  qua- 
trième, il  fallait  absolutaient  d'autres  lignes,  et  ils  eurent 
recours  aux  coniques,  à  la  conchoïde,  à  la  cissoïde,  etc. 
Archimède  considéra  même  la  spirale,  une  de  ces  courbes 
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qu  ULiË  droite  tempe  un  uni!  iutïiûtë  de  poinls  et  qu  ou  a 
iiODimée  depuis  transcendante  j  comme  dépas&aot  les  li- 
mites de  la  géométrie  ordinaire.  Le  célèbre  problème  de 
Kepler  (*}  où  il  s'agit  d'une  relation  entre  un  arc  de 
eerele^  et  sa  corde  (on  s*înus)  a  doniié  lidëe  des  Jbnç- 
itons  transcendantes  circutairGS  ^  de  même  que  la  relation 
entre  un  arc  d^ ellipse  et  sa*  corde  a  créé  les  transcendantes 
elliptiques,  et  beaucoup  d  Vu  très  du  genre  analogue.  Les 
racines  des  équations  du  deuxième-,  troisième  et  qua- 
trième degré  peuvent  s'exprimer  soit  par  des  radicaux, 
soit  par  des  transcendâmes  circulaires;  mais  Abel  a  dé- 
montré que  r équation  générale  du  cinquième  degré  ne 
peut  plus  se  résoudre  par  des  combinaisons  de  radicaux, 
et  M.  Hermite  vient  de  publier  l'importante  découverte 
que  cette  résolution  peut  s'obtenir  par  des  transcendantes 
elliptiques.  Il  devient  trèâ-probable  que  la  résolution  gé- 
nérale des  équations  de  degré  supérieur  au  cinquième 
dépend  aussi  de  certaines  transcendantes;  c'est  la  besogne 
de  PaYcnir,  d  aulant  plus  importante^  que  les  applications 
aux  sciences  physiques  mènent  presque  toujours  à  des 
équations  transcendante».  La  loi  mathématique  de  rat- 
traction  est  probablement  une  fonction  de  ce  genre  dont 
nous  ne  connaissons  que  le  premier  terme  de  son  dére- 
loppement  en  série  décroissante.  L'étude  soignée  des  équa- 
tions transcendantes  est  une  heureuse  innovation  de  ren- 
seignement actuel.  £n  1837,  l'Académie  de  Copenhague 
a  mis  au  concours  la  résolution  de  ces  éqnaticms*  Le  Mé- 
moire de  M.  le  D*^  Stem  a  été  couronné,  et  nous  en 
avons  déjà  rendu  un  compte  suffisamment  étendu  (t.  XIV, 
p.  384,  388)* 

Cette  traduction  claire,  exacte,  faite  avec intelligenee, 
comble  une  lacune.  Les  procédés  de  Rolle  et  de  Newton 

^  r)  Voir  Nouvelles  Àanales,t,  XIV,  p.  3a3. 
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deviennent  insuffisants  pour  les  équations  transcendant 
tes,  et  tout  à  fait  impraticables  pour  les  racines  imagi*- 
naires.  M.  Stern  fait  emploi  du  théorème  de  Fourier, 
et  M.  Lévy  a  eu  le  bon  esprit  >  guidé  par  les  précieux 
conseils  de  M.  Gerono ,  de  faire  précéder  sa  traduction 
d^une  exposition  de  ce  théorème,  ce  qui  facilite  singu- 
lièrement la  lecture  de  l'ouvrage,  et  le  fera  sans  doute 
bien  accueillir  par  les  professeurs  et  les  élèves. 

M.  Mathète ,  professeur  au  lycée  de  Clermont ,  nous  a 
envoyé  un  Mémoire  bien  travaillé ,  contenant  un  moyen 
de  rendre  plus  pratique  la  méthode  Stern  et  la  résolution 
des  équations  numériques  en  général.  Nous  en  parlerons 
dans  les  Nouvelles  Annales, 


NOTE 

Ayait  povr  objet  de  signaler  des  errevrs  nombreuses  qui  existent 
dans  les  Tables  de  Logarithmes  de  Gallet. 


Des  études  sur  les  logarithmes ,  entreprises  individuel- 
lement et  h  des  points  de  vue  divers*,  par  M.  Lefort,  ingé- 
nieur en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  et  par  M,  Hoûel, 
docteur  es  Sciences,  les  ont  conduits  à  reconnaître  de 
nombreuses  incorrections  dans  des  Tables  de  Logarithmes 
fort  répandues ,  et  même  dans  les  Tables  de  Briggs  et  de 
Vlacq ,  que  l'on  peut  appeler  fondamentales ,  car  elles  ont 
servi  de  base  à  la  plupart  des  Tables  modernes ,  quand  ces 
dernières  n'en  étaient  pas  de  simples  extraits.  L'objet  de 
cette  Note  est  de  signaler,  aux  éditeurs  et  aux  savants,  les 
erreurs  contenues  dans  la  dernière  partie  de  la  Table  des 
logarithmes  des  nombres  de  Callet. 

Bulletin  mathémati^juc,  t.  IV.  (Juin  iS5S.)  ^ 
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Srrata  de  la  Table  dei  lK>garitliinei  dei  nombres  de  1  à  108  OOO. 
Partie  à  8  décimales. 

Nota.  —  Les  erreurs  portent  toutes  sur  la  8*  décimale,  qui  est  tantôt  trop  faible, 

tantôt  trop  forte. 


ItÛilBttES 

En n EUH. 

COBRtCT, 

NOU&KËâ 

Entifion. 

CORflEtT. 

NOMBRE 

1 
1 

iXÎHIlKCT, 

toi  101 

It^u,' 

3ooo 

iO!i  60  J 

60 

59 

.3.3g 

5o 

49 

107 

^ 

6o5 

3 

2 

20 

1 

ni 

3 

i 

633 

0 

1 

2  20 

6 

117 

4 

689 

3 

a 

^9^ 

09 

19 

0 

1 

699 

3 

( 

3ii 

6 

7 

Ûl 

i 

3 

3 

707 
7ï3 

5 
2 

4 

3G9 
377 

2 

3 

2 

]6i 

3 

4 

7i3 

70 

^î 

417 

3 

4 

173 

4 

5 

739' 

4 

43o 

3 

2 

a|3 

g 

g 

7j3 

5 

4 

438 

2* 

1 

3^7 

s 

7 

1 

0 

44^ 

0 

I 

^5i 

7 

6 

755 

i 

6 

45q, 

49 

5o 

255 

6 

5 

751 1 

2 

5i  r 

0    1 

365 

3 

3 

763 

8 

5 

558 

6 

5 

371 

1 

ty 

77 1 

•  3 

583 

S     ' 

9           i 

l^ 

B 
5 

l 

S 

3 

1 

ti 

5       : 

i 

6 
3 

^89 

\ 

3 

,B5 

5 

4 

618 

0 

1 

391 

n 

787 

20 

1 
'1 

64^ 

s 

9 

3Ï3 
3^b 

l 

G 

5-    ' 

789 
79' 

5 
10 

643 

l 

8 

7 

335 

3 

ÎO 

4 
1 

79^ 

5 

300 

^ 

2 

2 

332 
343 

9 

'^, 

5 

674 

5 

a 

5 

4 

4 

3 

ego 

8 

7 

1 

0 

âii 

B 

73i 

7 

6 

353 

1 

G 

8i3 

7 

3 

734 

3 

a 

359 

3 

Sîi 

j 

a 

7^7 

9 

8 

i^^ 

2 

1     ' 

829 

2 

1 

740 

5 

4 

3 

3 

83^ 

fi 

5 

9 

î 

3&S 

4 

3 

83é) 

5 

4 

S34 

g 

8 

/|^& 

y 

1^ 

845 
849 

9 

8 

838 

2' 

î 

]) 

i'\ 

8 

é 

85i 

7 

6 

'Vk 

8 

1 

853 

l 

865' 

3 

3     ! 

6 

l 

857 

5 

S! 

8 

7 

48l 

fî 

8fi. 
87,4 

8 

7 

0 

h^l 

G 

5 

1 

d 

9  0 

5 

^ 

500 
507 

j 
3 

8é7 

4 

T 

3 
0 

944 

949 

1 

3 
a 

5ii 

îf 

1 

9^7 

a 

j 

979 

3 

i 

5i8 

'j 

3 

9^9 

5 

4    ! 

99^ 

3 

5^1 

i 

3 

9% 

49 

5o    , 

999 

6 

529 

; 

a 

07^ 

() 

? 

104  Û70 

6 

5 

53 1 

20 

ï» 

977 

3 

093 

^ 

3 

533 

7 

fi 

9S)' 

8 

7 

098 

S 

9 

565 

i) 

H 

io3  000 

3 

2 

io3 

4 

î) 

567 

fi 

5 

oûii 

5 

6 

■79 

9 

8 

5ec^ 

3 

2 

1           Gl3 

1 

'97 

a 

^11 

^ÙCQ 

4959 

o-jtS 

7 

ÏÛ2 

6 

5 

7 

fî 

9 

8 

asS 

j 

0 

S51 

7 

fi 

r>9 

60 

3ifî 

j 

3 

^s^^ 

^^^=s 

^^^^ 

^^^^ 

IdUllC.  J 


nombuks 

finriBuit. 

CORRECT. 

?fOltPREa 

En»El.iH, 

conmcT. 

?rOVAAE:!i 

E^HREUR. 

CURIIECT. 

io4  339 

5 

4 

!o5  094 

3 

? 

î  05946 

l 
fi 

fi 

33à 
MB 

69 

'l 

3o8 

n 

7 

g  ■ 

1)56 
g64 

5 
4 

4    ' 

0 

1 

3i3 

!ï 

8 

905 

5 

ml 

3 

4 

:ii8 

ï 

0 

I.H5' 

1 

0 

û9 

ÏCI 

324 

5 

4 

S 

80 

79 

5o6 

3 

3 

i! 

a 

1 

^ 

8 

53 1 

0 

î 

1 

0 

1 0601 3 

J 

547 

7 

B 

9 

8 

016 

3 

i 

55i 

5 

4 

3;3 

5 

.     4 

024 
034 

9 

8 

569 

fi 

ri 

3éi 

1 

'J 

'» 

4 

l^ 

9 

B 

43  a 

5 

/ 

û4i 

3 

m 

10 

u4a 

4 

l 

ofiS 

^D 

to 

58, 

a 

I 

he 

3i> 

^9 

cjflg 

8     ' 

i 

()o6 

59 

Go 

m 

8 

i 

°é^ 

/ 

fiij 

0 

i 

y 

4 

8 

7 

e'gS 

S 

1 

Ui 

3 

^ 

orjj4 

3 

■J 

8 

1 

/8g 

5 

I17 

é 
3 

r» 

708 

5 

5ûi 
533 

9 

8 
5 
B 

ili 

7 

5 

79' 

9 

535 

3 

1 

iG5 

? 

6 

éa3 

'i. 

1 

537 

5 

4 

166 

5 

Bog 

4 

3 

539 

3 

7 

uo3 

9 

8 

Su 

2 

fj 

54 1 

! 

0 

ao4 
ai4 

^ 

7 

84 1 

5 

543 

4 

3 

l 

fï 

8S5 

5 

4 

545 

7 

6 

1»3 

7 

87C 
888 

2 

î 

(V 

^5" 

% 

3a8 
348 

i 
7 

6 

gi5 

5 

4 

9 

H 

253 

i 

1 

? 

8 

585 

3 

3 

259 

3 

3 

gi6 

à 

a 

5^5 

6 

5 

.69 

60 

H 

ijaS 

7 

€ 

6i[ 

G 

5 

273 

G 

40 

1 

Gai 

8 

7 

'21 

3 

1 

943 

7 

63o 

1 

0 

[ 

0 

Qlfi 

0 

68 1 

'J 

1 

59Î 

l 

6 

^î 

9 

H 

mx 

3 

3 

3a8 

4 

4 

3 

683 

4 

3 

353 

5 

97" 

3 

70^ 

I 

i> 

Ul 

3 

'J 

1  o5  oai 
026 

G 

7i5 

a 

J 

4 

3 

a 

3 

l^ 

3 

a 

388 

5 

r 

0^8 

09 

10 

6 

5 

398 

7 

034 

1 

ty 

-1^1 

f> 

8 

4^4 

6 

r> 

^^l 

!     5oo 

^99 

îGî 

6 

5    ■ 

fii 

3 

3 

l 

6 

781 

8 

l 

f-xo 

6 

5   ' 

07^ 

7 

2^ 

9 

433 

1 

0 

091 

3 

3 

5 

r 

m 

9 

g 

116 

1 

3 

ÎU 

9 

435 

^ 

Ë 

i4j 

5o 

^i 

3 

I 

436 

4 

iM 

5 

838 

3 

9 

/53 

I 

u 

T67 

B 

? 

84. 

4 

3 

\îi 

9 

s 

:?ï 

fi 

8â8 

0 

s 

^ 

G 

1 

i> 

863 

ÏÙ 

op 

ri 

4 

:ji 

2 

i 

86€ 

1 

0 

3 

3 

3 

4 

88i 

4 

3 

486 

^ 

T 

î65 

f\00 

3^ 

89Ï 

5 

4 

5io 

1 

R 

373 

8 

7 

<j 

5 

5ai 

l  i 

37/, 

3 

!J 

tio5 

7 

rî 

557 

9 

1  *1 

{40 


iBrrata  de  la  Table  dei  lK>garithinei  dei  nombres  de  1  à  108  OOO. 
Partie  à  8  décimales. 

Nota.  —  Les  erreurs  portent  toutes  sur  la  8*  décimale,  qui  est  tantôt  trop  faible, 

tantôt  trop  forte. 


NOMBRES 

ÊnnEUtt. 

COIVrVEGT. 

Sf  OMBREE 

ERREUR. 

1 

CÛiLnECT* 

NÛttBUES 

ERREUR. 

1 

CORRECT. 

lOa  101 

3ooo 

103  601 

60 

59 

io3  i37 

3  3Û 

5o 

49 

:?? 

2 

6o5 
623 

3 
0 

2 
I 

20 
6 

1 

117 

4 

689 

3 

3 

394 

09 

10 

jAi 

0 

1 

699 

2 

1 

3ji 

6 

7 

il 

j 

3 

707 
71a 

5 
2 

^ 

5^9 

377 

2 
3 

2 

161 

:i 

4 

7.3 

70 

'^â 

1^2 

3 

4 

173 

4 

5 

739 

4 

à 

3 

2 

243 
247 

9 

8 

743 

749 

5 

4 

438 

2- 

I 

8 

7 

I 

0 

^144 

0 

I 

7 

6 

755 

l 

ti  ; 

45o 

49 

5o 

255 

(^ 

5 

7Û1 

'i 

5ti 

I 

0 

265 

ï 

2 

763 

8 

7 

558 

6 

5 

271 

j 

0 

77i 

9 

8  , 

5S3 

8 

2 

11^ 

B 
5 

1 

773 

4 
•  2 

3 

^S 

5 

I 

289 

1 

3 

7  85 

5 

4 

6i8 

0 

I 

291 

2 

787 

30 

1 

643 

8 

9 

323 

7 

6 

789 

5 

fi.1î 

l 

8 

325 

G 

5 

79; 

10 

09 

6.M 

7 

327 

5 

4 

79^ 

5 

4 

fiSo 
G6p 

2 

I 

335 

20 

"9 

795 

200 

"99 

•2 

337 
34a 
349 

9 

8 

3it 

5 

6,4 

5 

6 

5 

j 

4 

0 

4 

8 

??; 

8 

l 

? 

355 

l 

6 

S]3 

4 

3 

m 

2 

359 

3 

821 

3 

2 

7Î7 

î 

8 

sL 

3 

1 

829 

2 

i 

740 

4 

i 

3 

835 

6 

5 

764 

9 

385 

4 

3 

83() 

5 

4 

âsl 

9 

8 

^^5 

9 

S 

845 
849 

9 

8 

838 

2 

I 

i 

4 

8 

g 

852 

7 

6 

n 

8 

7 

853 

7 

865 

2 

3 

fi 

i 

857 

6 

5 

873 

8 

7 

Ï8I 

n 

867 

8 

7 

8B7 

0 

I 

6 

5 

I 

0 

9  0 

5 

4 
3 

5ûo 

G 

7 

1? 
9^7 

4 

3 

./  1  T 

2 

t?I 

3 

3 

4 

I 
2 

0 

!)49 
979 

3 

2 

i 

5i8 

3 

3 

9% 

5 

fi 

99^^ 

3 

521 

4 

3 

9^3 

^^ 

5o 

99a 

6 

5î9 

3 

2 

973 

l 

104  070 

6 

5 

53 1 

20 

ï!> 

977 

3 

093 

2 

3 

533 

7 

G 

991 

8 

7 

098 

8 

9 

565 

f> 

R 

io3  000 

3 

5 

io3 

4 

5 

567 

fi 

5 

uoS 

5 

6 

»79 

9 

8 

569 

ï 

2 

ojS 

[ 

^97 

2 

lu 

&000 

7 

''(999 

9 

g 

ao3 
328 

6 

5 
0 

591 

7 

fi 

li^ 

59 

60 

3i6 

2 

3 

(43) 


[Suite.] 


NOMBRES 

ERREUR. 

CORRECT. 

NOMBRES 

ERREUR. 

CORRECT. 

NOMBRES 

ERREUR. 

CORttECt. 

^l 

5 

4 

io5  294 

3 

2 

io5  946 

.5 
5 

6 

1 

0 

I 

396 
3o8 
3i3 

8 

7 
î) 

2 

8 

956 

964 
965 

5 

î 

384 

3 

4 

3i8 

I 

0 

{»85 

I 

0 

385 
5o6 

09 
2 

10 

3 

324 
327 

352 

5 

2 

4 

993 

80 
0 

'i 

53 1 

0 

I 

I 

0 

ioCoi3 

i 

2 

547 

l 

8 

9 

8 

016 

2 

I 

55a 

4 

373 

5 

.  4 

024 

Q 

8 

569 

6 

5 

38 1 

I 

2 

034 

5 

4 

Uî 

9 

8 

432 

5 

4 

04; 

2 

I 

09 

10 

fd 

4 

3 

065 

09 

10 

587 
6o6 

6l2 

0 

1 

3o 

29 

069 

8 

l 

n 

59 
0 

60 

I 

48^ 

8 
4 

l 

076 
086 

i 

629 

8 

7 

3 

4 

094 

3 

i 
1 

C98 

8 

g 

5 

6 

117 

i 

6 

708 

l 

5oi 

7 

8 

7 

?s^ 

5 

524 

4 

5 

3 

2 

5 

^ 

533 

9 

8 

6 

5 

& 

9 

535 

2 

I 

Î65 

7 

6 

2 

I 

537 

5 

4 

166 

6 

5 

808 

4 

3 

539 

8 

7 

203 

î 

8 

811 

7 

6 

54 1 

I 

0 

204 
2j4 

l 

1^5 

6 

5 

543 

4 

3 

l 

5 

4 

5/j5 
547 

7 

6 

222 

7 

876 

888 

2 

0 

n 

t 

228 
248 

I 

n 

0 
6 

915 

5 

4 

9 

8 

252 

2 

I- 

g 

8 

585 

3 

2 

259 

3 

2 

916 

3 

2 

595 

6 

5 

269 

60 

1 

928 

7 

6 

611 

6 

5 

272 

6 

40 

1 

621 

8 

7 

lÉ 

2 

I 

943 

7 

680 

I 

0 

I 

0 

9^9 

I 

0 

68] 

2 

I 

293 

l 

6 

959 

Q 

8 

682 

3 

2 

328 

\ 

963 

& 

3 

683 

4 

3 

353 

5 

97; 

4 

3 

702 

0 

372 
383 

3 

2 

io5  024 

5 

6 

7i5 

2 

I 

4 

3 

2 

3 

?3l 

3 

2 

388 

5 

^ 

028 

09 

10 

6 

5 

398 

l 

034 

I 

0 

737 

9 

8 

404 

5 

057 
o65 

5oo 

499 

762 

6 

5 

/iii 
420 

3 

2 

l 

3 

6 

782 

8 

l 

6 

5 

074 
091 

7 
2 

& 

? 

433 
434 

9 

0 
8 

116 

2 

3 

827 
835 

9 

435 
436 

7 

6 

144 

5o 

^g 

2 

1 

l 

4 

166 

5 

838 

3 

2 

453 
454 
455 

I 

u 

i6r 

8 

î 

841 

4 

3 

9 

8 

i?? 

6 

858 

9 

8 

l 

6 

I 

0 

862 

10 

09 

456 

4 

Vsî 

2 

I 

866 

1 

0 

& 

3 

a 

3 

4 

881 

4 

3 

2 

I 

265 

400 

399 

s 

5 

4 

5io 

? 

8 

272 

8 

7 

0 

5 

521 

:^ 

274 

3 

2 

905 

7 

6 

557 

9 

8 

(  44  ) 


y 


unnu 

- 

f  Suil«4 

CORRECT > 

»OMitn£à 

eruëdh. 

^aURËCT. 

«OIUItES 

EUIHUlt. 

COftBïCT. 

a 

l 

Ï07  ajo 

39 

3o 

107  63S 

l 

6 

6 

333 

I 

0 

617 

5 

1 

3 

233 

G 

5 

«37 

t 

B 

7 

5 

1 

□ 

639 

5 

8 

1 

6 

5 

G6& 

S 

4 

5 

34  3 

I 

0 

673 

% 

I 

3 

'2 

3d3 

6 

S 

676 

2 

t 

3 

ï 

i 

0 

696 

8 

l 

I 

0 

G 

5 

7î« 

5 

3 

ï 

ad6 
â58 

1 

0 

7a5 

1 

& 

t 

5 

8   ; 

70 

1 

8 
7 

716 

4 

3 

^  1 
0 

367 

m 

^74 

37S 
380; 

4 
î 

9 
10 

g 

8 

1 

3 
6 

3 
5 

3 
7 

2 
G 

i?? 

8 

7 
0 

1 

5 

6 

395; 

g 

8 

8IJ 

S 

7 

0 

ï 

lît^ 

2 

8a6 

5o 

49 

t 

B 

7 

838 

3 

3 

5 

Zto 

30 

19 

866 

8 

7 

a 

I 

3!ï3 

1 

0 

871 

I 

0 

5 

G 

336 

5 

4 

876 

4 

3 

1 

0 

334 

3 

I 

8»3 

a 

I 

7 

ê 

33a 

5 

4 

89» 

S 

4 

3o 
5 

1 

3Si 
3gj 

5 

1 

iSi 

3o 
5 

1 

a 

1 

^33 

1 

0 

89S 

40 

1 

7 

6 

i5g 

So 

'8 

9<K) 

5 

^i' 

a 

J 

f\66 

9 

90a 

5o    ; 

49 

tu 

30 

@ 

'9 

4:0 
5^1 

5o 
3o 

3 

i^ 

5     , 
60     , 

1 

0  : 

^3 

9 

l 

53ï 
545 

? 

908 

9'7 

5 

l 

'^ 

l 

6 

55o 

^ 

I 

g3i 

1 

3 

555 

1 

0 

9P 

5     1 

4 

iSo 

I 

0 

56o 

go 

79 

9 

8 

i38 

4 

3 

564 

5 

4 

946 

G 

5 

1^* 

69 

70 

568 

10 

1 

9S6 

9 

8 

i6o 

I 

0 

575 

ses 

G 

963 

5 

4 

136 

:i 

4 

3 

a 

4 
4 

3 

i8j 

r 

0 

588 

4 

3 

3 

m 

l 

6 

614 

6 

5 

6 

5 

«9^ 

l 

8 

7 

99» 

9 

8 

2<»9 

4 

623 

10 

09 

_ 

- 

(45) 

Les  erreurs  de  Callet  sont  supérieures  à  une  demi-unité 
et  moindres  qu'une  unité  du  huitième  ordre  décimal. 

Le  tableau  a  été  formé  en  coUationnant  la  Table  de 
Callet  sur  le  manuscrit  des  grandes  Tables  du  Cadastre 
qui  est  déposé  à  la  bibliothèque  de  l'Observatoire  Impé- 
rial de  Paris. 

Toutes  les  fautes  signalées  ci-dessus  se  trouvent  dans 
la  belle  édition  des  Tables  de  Vega,  donnée  à  Leipzig 
par  le  D*^  Hûlsse  sous  le  titre  Sammlung  mathematù^ 
cher  Tafeln.  En  outre,  dans  cette  partie  de  la  Table  qui 
a  été  copiée  sur  Callet,  il  y  a  une  erreur  de  plus  que 
dans  Tédition  française.  Onlitlog  io3  7o5=o  167997  [6]^ 
Callet  donne  01 67  9970,  et  ce  dernier  logarithme  est  eiiact. 

Toutes  les  fautes  du  Sammlung  y  y  compris  la  dernière , 
existent  également  dans  le  Logarithmisch- Trigonome- 
trisches  Handbuch  publié  à  Leipzig  par  le  D*^  Kôhler. 

F.    LeFORT.  J.   HOÏJEL. 

5  avril  i858. 


SOLUTION  DO  PROBLÈME 

Etant  donnés  neuf  points  d'nne  snrbce  do  second  degré,  reconnaitire  géo- 
métriqnement  si  nn  dixième  point  est  intérieur  on  extérienr  à  la  snrfàiDe  on 
snr  la  surface  ; 

D'apkès  m.  de  JONQUIÈRES. 

{Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  février  i858.) 


I.  Théorèmes  et  problèmes  connus,  servant  de  Lemmes. 
Voir  Nouv^elles  Annales^  t.  XII ,  p.  24?  90,  278,  358. 

i*^.  Étant  donnés  cinq  points  d'une  conique  et  une 
droite,  on  peut  trouver  les  deux  points  d'intersection  sans 
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décrire  la  couîqne;  points  réels,  dî^tiiicis,  doubles  ou 
î  IQ  agi  nîi  ires. 

a*^.  Quairepoints  ëlant  donutfs,  on  peut  trouver  gène- 
}*aleinent  lui  ciiiquièine  polut  tel  ,  quVn  dirigeant  de  ce 
point  ç|uatre  droites  vers  les  quatre  poîuls  on  forme  un 
faisceau,  dont  le  rapport  anliarmonique  soit  donne,  le  lieu 
du  cinquième  point  est  une  conique  passant  par  les  quatre 
points  dounés  {Nouvelles  j4nnah%).  Celte  conique  est  dite 
capable  du  rapport  anharmonique  doimé. 

3",  Deux  coniques  données  rliacune  par  cinq  points  et 
ayant  trois  de  ces  points  en  commun ,  on  peut  construire 
giîonietriquenicnt  le  quatinèrac  point  commun» 

4^.  Etant  donnés  deux  systèmes  de  six  points ,  chacun 
en  involution  et  ayant  un  segment  commun,  connaissant 
les  segments  non  communs,  on  peut  construire  géométri- 
quement le  segment  commun, 

5^.  Un  faisceau  de  quatre  plans  étant  coupé  par  une 
droite  quelconque,  les  quatre  points  d'intersection  donnent 
un  rapport  anharmonirf ne  é^al  au  rapport  anharmonique 
du  faisceau  de  plans. 

6°.  Trois  surfaces  du  deuxième  degré  passant  par 
huit  points  quelconques ^  se  coupent  suivant  la  même 
courbe,  et  une  droite  les  coupe  en  six  points  en  involu- 
tion. 

7^.  Deux  faisceaux  de  plans  homographiques  étant 
donnés,  les  plans  homologues  se  coupent  suivant  des 
droites  situées  sur  un  hyperboloïde  dont  font  partie  les 
deux  arêtes  des  faisceaux. 

8^.  Six  points  étant  en  involution,  connaissant  deux 
segments  et  un  point  du  troisième  segment,  on  peut  déter- 
miner le  second  point  de  ce  segment. 

IL  Problème.  Étant  donnés  une  génératrice  reçu- 
ligne  A  et  six  points  aj,  82,  ag,  34,  ag,  ag  d'un  hjperho^ 
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loïde  à  une  nappe,  construire  les  autres  génératrices 
rectillgnes  de  cette  surface. 

Solution,  i^.  Menons  par  la  droite  A  et  les  cinq  pre- 
miers points,  les  cinq  plans  Ai,  Ag,  A3,  A4,  A 5  et 
par  ae,  les  quatre  droites  ax  /Zg,  a,  a^^  a^  Oq,  a^  a^  ;  coupons 
ces  quatre  droites  par  un  plan  quelconque  P  en  qua- 
tre points  «1,  «2î  ofs,  «4  5  concevons  une  conique  C  passant 
par  ces  quatre  points  et  ca/;a&/e  du  rapport  anharmoniqUe, 
donné  par  les  plans  Ai,  A 2,  As,  A4  ;  soit  un  cône  ,(«6  C) 
ayant  pour  sommet  a^  et  pour  base  la  conique  C;  tous 
les  faisceaux  des  plans  qui  passent  par  une  arête  quel^ 
conque  de  ce  cône  et  par  les  quatre  points  «i,  «ai  «8>  «4? 
donnent  un  rapport  auharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
plans  Al,  As,  As,  A4  (t^o/r  ci -dessus  5°). 

2°.  Au  plan  A4  substituons  le  plan  A 5  et  conservons  les 
trois  plans  Ai, As, As  et  le  même  plan  P  5  on  aura  quatre 
points  «1,  ««,«3^  «5,  une  conique  Ci,  et  un  cône  (/Ci) 
capable  du  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  Ai,  Aj, 
As,  Ag  •,  les  deux  couiques  C  et  Ci  ont  en  commun  les  trois 
points  «1,  «2,  «5,  on  peut  donc  construire  le  quatrième  point 
d'intersection  B  [voir  ci-dessus  3°)  5  «e  B  est  donc  une 
arête  commune  aux  deux  cônes,  donc  le  faisceau  pen- 
taèdre  fourni  par  la  droite  A  et  les  cinq  points  «1,  «g?  «a, 
«4,  a^  est  homographique  au  faisceau  formé  par  la  droite 
«eB  et  les  mêmes  cinq  points;  donc,  les  cinq  plans  homo- 
logues se  coupent  suivant  des  droites  passant  par  les  cinq 
points  et  situés  sur  un  hyperboloïde  dont  font  partie  les 
arêtes  A  et  «gB  [voir  ci-dessus  7°)  \  comme  le  plan  P  est 
arbitraire,  on  peut  obtenir  une  infinité  d'éléments  rectili- 
gnes.  c.  Q.  F.  T. 

III.  Problème.  Étant  donnés  un  clément  rectiligne  A 
et  six  points  aj,  ag, .  .  . ,  ag  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
trouv^er  les  deux  points  d'intersection  de  r hyperboloïde 
a^ec  une  droite  donnée. 
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iSolafion.  Par  la  droiUî  donnée,  on  mène  un  plaji  quel- 
conque, on  doiermîne  diaprés  le  problème  précédent  cinq 
génératrices  recdlîgties  derhyperboloïde  jles  i  nier  sections 
de  ces  génératrices  avec  le  plan  donnent  cinq  points  qui 
déterminent  une  conique^  et  sans  la  décrire  on  trouve  les 
intersections  avec  la  droite  donnée  {^voir  ci-dessus  i/*J, 

c.    Q,    F*    T, 

IV.  Problème.  Etant  donnés  neuf  points  a,,  a,,. . ., 
a,  d*unû  surface  du  second  degré  S  ei  une  droite  a^  0 
menée  par  l'un  aj  de  ces  points ^  construire  le  deuxième 
point  d* intersection  bi  de  cette  droite  ai'ec  In  surface. 

Solution.  Concevons  Tliyperboloïde  à  une  nappe  H 
qui  passe  par  la  droite  %  a^  et  par  les  six  points  a^^  a*,  Ag, 
Us,  a^j  a^  et  un  second  hyperboloïde  K  qui  passe  par  la 
droite  a^  a^  et  par  les  six  points  a,^  ^4^  n^,  a^^  a-^^a^-^  les 
trois  surfaces  S,  H,  K,  ont  en  commun  les  huit  points  a^  ^ 
âi,  a^^  Oi,^  a^j  f3e,  ^7,  a^  -,  donc  une  droite  quelconque  les 
rencontre  en  six  points  en  involution  [voir  ci -dessus  6°); 
la  droite  a^  O  coupe  donc  les  surfaces  H^  K,  S,  en  six 
points  hy  Al,  K,  Kl,  «1,  61  en  involution  par  le  problème 
précédent,  on  trouve  les  quatre  points  A,  /ii,  R,  Ri;  le 
point  «1  est  donné,  on  peut  donc  construire  le  point  b^ 
(  voir  ci -dessus  8°  ) . 

V.  Etant  donnés  neuf  points  ai,  aj,...,  ag,  d'une 
surface  du  second  degré  S  et  une  droite  quelconque  01, 
trouv^er  les  points  d'intersection  1,1'  de  cette  droite  av^ec 
la  surface. 

Solution.  Soient  les  quatre  hyperboloïdes  à  une  nappe 
déterminés 

H  par  la  droite  ajûgetles  six  points  «85^4,05,  «6,  «7,^8; 
R  parla  droite  a,  «9  et  les  six  points  a,,  «4,  ^g,  ae,^?,  a^  ; 
H'  par  la  droite  «4  a^  et  les  six  points  a^,  ^3,  «5,  a^,  a,,  a»  ; 
K'  par  la  droite  /7g  a^  et  les  six  points  «s,  a,,  «Ti,  ^g,  a?,  /ï,  ; 
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la  droite  0/  coupe  les  trois  surfaces  H,  K,  S,  qui  otil 
huit  points  communs  en  six  points  en  involulion.  Soient 
mm\  nn'j  Xa'  les  trois  segments  \  pour  la  mémo  raison,  la 
droite  0/  coupe  les  trois  surfaces  H',  R'^  S  en  six  points 
en  involution  ;  soient  pp\  qq\  X^  les  trois  segments  ;  dans 
ces  deux  systèmes,  les  segments  mm\  nn\  pp\  qq'  sont 
connus  d'après  le  problème  III  et  le  troisième  segment 
étant  commun  aux  deux  systèmes,  on  peut  le  construire 
(voir  ci-dessus  4°)  ;  donc  les  points  X  et  V  sont  déterminés, 

c.    Q.    F.    T. 

VI,  Problème.  O  étant  un  point  quelconque  de  V es- 
pace y  construire  :  i^la  conique  d' intersection  delà  surface 
S  {problème^)  avec  le  plan  mené  par  les  droites  O  «i ,  Oa^  \ 
a^  la  polaire  du  point  O  relativement  à  cette  conique- 

Solution.  On  détermine  les  intersections  d^^  d^^  dos 
droites  O^i,  Oaj,  avec  la  surface  (problème  IV)  et  les 
intersections  X,  i'  d'une  droite  quelconque  O  /,  située  dans 
le  plan  de  la  conique,  avec  la  surface  S  (problème  V)^ 
ou  connaît  donc  six  points,  a^^  Of,  a,,  a\j  X,  li  delà 
conique  que  nous  désignons  par  2*,  sur  la  droite  Oai  a\ 
on  prend  le  point  a  tel,  que  les  deux  segments  Oa,  a^  a\^ 
donnent  un  rapport  harmonique  5  on  prend  de  même  un 
point  (3  sur  la  droite  Oa^  a\  tel,  que  les  segments  0(3, 
a^d^  donnent  un  rapport  harmonique^  la  droite  a|3  sera 
la  polaire  cherchée  du  point  O  \  nous  la  désignons  par  L. 

VII.  Problème  final.  Étant  donnés  neuf  points  a  ^^^ 
û*  >  •  •  •  >  ^9  d^nne  surface  du  second  degré  et  un  dixième 
point  quelconqueO  ^reconnaître  si  ce  point  est  au  dedans, 
au  dehors  de  la  surface  ou  dessus. 

Solution,  On  détermine  l'intersection  de  L  avec  2  du 
problème  VI  (voir  ci-dessus  1^)5  si  les  points  d'intersec- 
tion sont  réels  et  distincts,  le  point  O  est  en  dehors  de 

Bulletin  mathématique,  t.  IV.  (Juillet  i858.)  7 
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lasui'fat:e^  si  lepoitud'iiiterseciion  est  double,  lepoîruO 
est  sur  la  surlace  j  si  les  points  d'iotersection  sont  imagi- 
naires, le  point  O  est  dans  riiilériear  de  la  surface  S, 

B  BIBLIOGRAPHIE.  ^J 

Tables  de  Locahithmes  k  cixcq  décimales  podu  i.Eâ  j^iOM- 

BKES  ET  LES  LIGNES  TEIGOKOMÊTpLtQtJES,  SUÎvieS  deS  Loga- 

rilliraes  d'addition  et  de  soustraction  ou  Logaritliniei* 
de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles  ;  par  J^  Ifoûel^ 
ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  docteur  es  Sciences. 
In-S.  Paris  s  Mal  let^Bat  bélier;  1858,  Prix  :  %  franrsS 

La  Table  de  logarîtlimes,  onginale  et  unique,  cal- 
rulee  par  ISapier^  (lonuait  avec  sept  figures,  ou,  pour 
parler  un  laogage  plus  Dioderne  mais  équivalent,  faisait 
cruïjiailre  avec  sopi  decînialps,  les  logai'liliTues  des  nom- 
bres et  des  lignes  t ri gonomé triques.  Briggs,  qui,  lé  pre- 
mier, a  compris  les  idées  de  Napier,  les  a  propagées  par 
l'enseignement,  et  s'y  est  associé  en  les  développant, 
peut-être  même  en  les  améliorant,  a  publié  deux  Tables 
distinctes  (*)  pour  les  nombres  et  pour  les  lignes  irigono- 
métriques,  où  ks  valeurs  de  la  fonction  logaritbmique 
sont  exprimées  par  quatorze  cbiffres  décimaux.  Depuis 
cette  époque,  quelques  Tables,  irès-reslreinles  comme 
développement,  ont  été  calculées  avec  un  plus  grand 
nombre  de  décimales^  mais  aucune,  pas  même  celles 
construites  au  Bureau  du  Cadastre  sous  la  direction  de 
Prony,  n'ont  fourni,   dans  une   étendue  comparable  à 


(*)  Arithmetictt  logarithmica.  Londini,  iGs^  ;  in-folio. —  Trigonometria 
Britannica.  Goudœ^  i633;  in-fi>lio. 


15.) 
celle  desTables  de  Brîggs,  une  approximation  équivalente. 

Des  considérations  d'économie  au  point  de  vue  typo* 
graphique  ont  été,  au  moins  jusqu'à  la  fin  du  siècle  der- 
nier, le  principal  motif  qui  a  déterminé  à  réduire  le 
nombre  des  décimales  dans  les  Tables  successivement 
extraites  des  œuvres  originales  de  Briggs  et  de  Vlacq. 
Gauss  paraît  avoir  traité  le  premier  la  question  scien- 
tifiquement, en  vue  des  applications  diverses  que  ces 
Tables  peuvent  recevoir.  S'aliachant  particulièrement 
aux  Tables  qui  ne  nécessitent  pas  l'emploi  des  diffé- 
rences secondes  pour  l'interpolation,  il  a  très-succincte- 
ment^ >  mais  très-nettement,  posé  les  principes  qui  en 
règlent  l'usage,  et  qui  déterminent,  dans  chaque  cas,  le 
degré  d'approximation  qu'on  peut  espérer  d'atteindre  (*). 
Quand  on  a  acquis  la  parfaite  connaissance  de  ces  prin- 
cipes, malheureusement  trop  peu  répandus,  on  comprend 
irês-bien  la  raison  d'être  des  diverses  Tables  logarithmi- 
ques, où  le  nombre  des  décimales  est  plus  ou  moins  res- 
treint, et  on  sait  en  user  ou  s'en  abstenir  à  propos. 

L'illustre  auteur  de  la  Theoria  motus  corporum  cœles- 
tium^  longtemps  après  la  publication  de  cet  ouvrage,  a 
déclaré  dans  les  Annales  de  Schumacher  (**) ,  qu'il  ne 
'faisait  jamais  usage  des  Tables  de  Callet,  et  à  plus  forte 
raison  des  grandes  Tables  de  V-éga,  qu'il  les  trouvait  trop 
développées-,  que  les  Tables  de  Sherwin  lui  avaient  tou- 
jours suffi  5  qu'il  croyait  digne  d'encouragement  la  publi- 
•cation  de  Tables  à  cinq  ou  six  décimales,  et  qu'encore  il 

(*)  Theoria  motus  corporum  cœlcslium,  p.  26  et  séq,  Ilamburgl,  1809  ; 
in-/j. 

(**)  Astronomische  ffachrichlen,  t.  I®*".  —  En  écrivant  l'article  auquel  je 
fais  allusion,  Gauss  semble  avoir  perdu  de  vue  que,  dans  la  Theoria,  les 
logarithmes  sont  donnés  avec  sept  décimales,  et  qu'il  y  fait  un  grand 
éloge  des  Tables  trigonométriques  de  Taylor,  construites  aussi  avec  sojrt 
^éoimal^y. 
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j  désifiTait  la  siippression  des  parties  piopoiiiouiiËnes. 

De  pareil] L*s  Tables  sont  cii  effet  sans  danger,  quand  on 
sait  hwn   uetleiueut  le   degré  d'approximaiion   qu^cllcs 
peuvent  doniier,  et  le  degré  de  précision  que  Ton  veut 
atteindre.    Elles    présentent    d'ailleurs    d'inconies tables 
avantages  sons  le  rapport  de  la  célérité  et  do  la  sûreté  du 
calcul . 
K  Les  Tables  à  cinq  décimales,  aimoucées  eu  tÊte  de  cet 
'iirUclc,  ne  satisfoui  qu'en  partie   au   voeu  exprimé  par 
-   Gauss,  puisqu'elles  contiennent  les  parties  proportion- 
nelles^ mais  le  grand  géomètre  aurait  san.^  doute  excusé 
'  ee   luxe   anthmétiquej   en  considéraliou   de  la  parfait t^ 
convenance  des  dispositions  générales  et  de  la  correction 
des  détails  d'exécution*  On  ne  pouvait  pas  moins  attendre 
de  Tauleur  de  cette  publication,  qui  s^est  déjà  fait  avanta- 
geusement cou  naître  par  d'intéressants  travaux  sur  la 
mécanique  céleste,  et  par  la  traduction  de  plusieurs  Mé- 
moires de  M.  Lejeune-Dirichlet,  relatifs  aux  parties  les 
plus  élevées  des  mathématiques. 

Les  Tables  de  Lalande,  qui  composent  le  fond  du  nou- 
veau recueil,  ont  été  publiées  dans  l'origine  sous  le  for- 
mat in-riS;  elles  comprenaient  uniquement  les  loga^ 
rithmes  des  nombres  enHers  de  i  à  loooo,  et  les  loga» 
rîthmes  des  siims,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  de 
G  à  45  degrés.  M.-Hoùel  y  a  apporté  diverses  modifica-t 
ûons  que,  dans  sou  Avertissement,  il  énumère  ainsi  qu'il 
suit  : 

«  i^.  L'agrandissement  du  format,  qui,  en  diminuant 
»  de  beaucoup  le  nombre  des  pages  à  feuilleter,  nous  a 
»  en  outre  permis  diverses  additions  utiles  5 

»  2".  La  suppression  des  caractérisiiqucs  dans  la 
»  Table  des  logarithmes  des  nombres  5 

»  y\  L'introduction  de  Tables  auxiliaires  donnant  les 
»  parties  proportionnelles  des  différences,  non-seulement 
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^>  pour  les  logarithmes  des  nombres,  mais  encore  pour 
«  ceux  des  lignes  trîgonométriques^ 

»  4°«  Le  rétablissement,  dans  les  Tables  trigonomé- 
»  triques,  des  logarithmes  des  sécantes,  que  le  défaut 
»  d'espace  avait  fait  supprimer  par  la  plupart  des  au- 
»  leurs ,  et  qui  sont  cependant  très-commodes ,  en  dis- 
))  pensant  de  l'emploi  des  compléments  arithmétiques 
»  dans  les  calculs  de  trigonométrie  ; 

»  5°.  La  Table  des  logarithmes  des  nombres  a  été  pro- 
»  longée  jusqu'à  10800,  nonibre  de  secondes  contenues 
»  dans  3  degrés  ^ 

»  6°.  En  tête  des  diverses  colonnes  de  cette  Table, 
»  nous  avons  inscrit  les  valeurs  correspondantes  des  lo- 
»  garithmes  des  rapports  du  sinus  et  de  la  tangente  à  l'arc 
)>  exprimé  en  secondes,  et  par  ce  moyen  cette  Table  peut 
M  remplacer  avantageusement,  pour  les  trois  premiers 
»  degrés,  la  Table  trigonométrique  proprement  dite; 

»  7^.  Pour  les  petits  arcs,  l'usage  des  lignes  trîgonomé- 
»  triques  naturelles  est  souvent  plus  commode  que  celui 
))  de  leurs  logarithmes,  ceux-ci  se  prêtant  mal  à  Tinter- 
»  polationt  Nous  donnons  en  conséquence,  dans  nos  Ta- 
»  blés  trigonométriqucs,  les  valeurs  naturelles  des  sinus 
»  et  des  tangentes  pour  les  trois  premiers  degrés.   » 

Parmi  les  additions  faites  par  M.  Hoûel  à  la  collection 
de  Lalande,  on  remarque  spécialement  une  Table  de  lo- 
garithmes d'addition  et  de  soustraction,  c'est-à-dire  une 
Table  destinée  à  faciliter  la  recherche  du  logarithme  de 
la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  nombres,  connus 
seulement  par  leurs  logarithmes.  C'est  la  première  édi- 
tion française  des  Tables  de  ce  genre,  qui  sont  aujour- 
d'hui assez  répandues  en  Allemagne  et  en  Angleterre. 
A  ce  propos  je  suis  bien  aise  d'avoir  l'occasion  de  placer 
une  critique,  ne  serait-ce  que  pour  rompre  la  monotonie 
de  cet  arliclc 


Personnelle  sait  mieux  que  M.  Eioûel  à  qui  appartient 
rîdée  des  loganilmies  tradduion  et  de  s*^usliariion,  qui, 
le  premier,  a  indiqué  la  forme  h  donner  aux  Tables,  ei 
en  quels  termes  Gauss  tnie  Leonelli  dans  les  quelques 
lignes  qui  precèdeiit  ses  Tables  de  1812,  Comnient  ^ 
faîl-il  alors  que  M.  Hoûel  écrive,  dans  FAverlissenient  : 
«  Les  logarithmes  inventes  par  LeooclH,  et  auxquels 
n  Tillustre  Gauss  a  donné  son  nom,  m  et,  dans  le  litre 
eotnme  daus  riutroduction ,  tt  Table  des  logarithmes 
d'addition  et  de  soustraction  ou  iogarilhmes  de  Gauss?  it 
Je  croîs  qu'il  ne  faut  laisser  usurper  le  bien  de  personne^ 
quand  on  peut  le  défendre,  et  qu'on  doit  exercer  une  vî- 
gilance  plus  scrupuleuse  encore ,  lorsqu'il  s'agit  de  main- 
tenir le  bien  des  pauvrets.  Je  deuianderai  donc  à  M,  Hoiiel, 
lors  d'un  nouveau  tirage  qui  ne  se  fera  sans  doute  pas 
attendre,  de  substituer  le  nom  de  Leonelli  à  celui  de 
Gauss  f  dans  le  Litre,  aux  pages  xxii  et  suivantes  de  son 
Introduction,  et  de  rectifier  Terreur  de  fait  que  tend  à 
accréditer  la  rédaction  amphibologique,  à  la  page  v  de 
l'Avertissement  :  erreur  plus  dommageable  en  réalité  à 
la  mémoire  de  Gauss  que  la  rectification  ne  sera  profitable 
Â  la  mémoire  de  Leonelli-  Il  serait  injuste  en  effet  de 
rendre  Gauss  responsable  de  l'usage  que  les  Allemands 
ont  fait  de  son  nom  dans  cette  circonstance.  La  locution 
logarithmes  de  Gauss  a  également  cours  en  Angleterre  ; 
mais^  de  l'autre  côté  du  détroit,  l'érudition  mathéma- 
tique n'est  pas  en  faveur,  si  j'en  juge  par  la  préface  de 
certaines  Tables  irès-estimées,  où  l'on  décore  du  nom 
ambitieux  de  méthodes  de  nos  contemporains,  MM.<  Ja- 
mes, John,  William ,  etc.,  des  procédés  de  calcul  qui  ont 
été  donnés,  les  uns  par  Brîggs,  en  1624,  les  autres  par 
Flower,  en  1771  (*). 

(*)  Pourquoi  àïta  formules  de  Cardan  et  pas  de  Tarlagliu.     Tm. 
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Après  celle  pelite  salisfaction  donnée  à  mon  irritation, 
je  me  trouve  plus  à  Faîse  pour  dire  le  bien  que  je  pense 
du  travail  personnel  de  M.  Hoiiel,  et  pour  en  indiquer 
succinctement  rutilité. 

On  sait  que  les  Tables  des  logarithmes  de  Leonelli 
fournissent  une  relation  entre  les  trois  fonctions  A,  B,  C 

qui    représentent  respectivement  logx,   log  I  iH — jj 

log(i+a:).   Dans  les  Tables  calculées  primitivement 
par  Gauss,  d'après  les  idées  de  Leonelli ,  puis  étendues 
par  Matthiessen,  la  quantité  A  est  prise  pour  argument, 
et  on  trouve  en  regard  les  valeurs  correspondantes  de  B 
et  de  C.  Plus  tard,  Zech  a  établi  deux  Tables  séparées, 
l'une  pour  l'addition,  Faulre  pour  la  souslraclion  :  la 
première  a  pour  argument  A  et  donne  la  valeur  de  B; 
la  seconde  a  pour  argument  B  et  donne  la  valeur  de  C. 
Cette  séparation,  typographiquement  nécessaire  pour  des 
Tables  à  double  entrée,  comme  celles  de  Zecli,  était  mo- 
tivée d'une  manière  générale  par  la  différence  d'étendue 
que   chacune  des  fonctions  doit  occuper  dans   Téchelle 
numérique,  et  par  la  simplication  qu'elle  amène  dans  le 
calcul  des  parties  proportionnelles.  Ces  dernières  consi- 
dérations suffisaient  pour  déterminer  M.  Hoûel  à  adopter 
la  séparation,  encore  bien  que  ses  Tables  dussent  être  à 
simple  entrée  ;  mais  il  a  encore  amélioré  la  disposition 
de  Zech,  en  prenant  le  nombre  C  pour  argument  de  la 
seconde  Table,  dont  il  a  pu  ainsi  diminuer  l'étendue,  sans 
restreindre  le  degré  d'approximation  qu'elle  doit  fournir. 
Les  Tables  d'addition  et  de  soustraction  servent  nott- 
seulement  à  résoudre,  plus   rapidement   que  par   tous 
autres  procédés,  le  problème  :  Étant  donnés  log  m  et  log  n, 
trouver  log  (m  zb  w)  •,  elles  donnent  en  outre  une  solution 
plus  approchée  que  celles  que  l'on  pourrait  déduire  de  ces 
autres  procédés,  si  on  les  mettait  en  oeuvre  h  l'aide  de  Ta- 
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bks  vulgaires  qui  ne  comprendraient  |^»  plus  ée  ehitk^ 
décimaux  que  les  TaUes  spéciales;  M.,  Gblâel  a  dpnc  ao?^, 
compli  une  œuvre  ulilô  e|i  chercbismt^  fair^  Jbni^lifieri  ^ 
France,  une  idée  qui,  après  y  avoir  germé  il  y  a,  pl^ai 
d'un  demi-siècle,  a  été  étouffée  sous  le  jugemeiit  il^p 
précipité  âa  Delarabre. 

Les  Tables  à  cinq  décimales  de  M.  Hoûel  peuvei] 
fournir,  avoc  chiq  Goures  évades,  le  logaritlime  *d*im1 
nombre  ou  le  nonibic  iVxtn  logariihme,  'H  fairt!  cotinallrei^ 
h  5  secondes  prcri,  un  arc  donné  par  le  lu^^ariUime  du  so^ 
sinus.  Ainsi  elles  suffisent  largement  aux  besoins  des  in*d 
!^én leurs  civils  cl  militaires,  des  arcliiïectcs,  des  arpei] 
leurs-géomètres,  etc.,  dont  les  travaux  rej>oscnt  sur  des 
opéraliotis  et  sur  des  formules,  qui  sont  loin,  eu  géijéral| 
dé  présenîcr  un  pareil  degré  d'approximulioa.  A  phia 
forte  raison  peavcnl-ellcs  suffire  aux  nécessités  de  rioi^ 
stnictian  publique,  car  les  élèves  trouveront,  dans  k 
diverses  parties  qui  les  composeut,  le  moyen  d^apprq 
fondir  et  d^appliquer  tous  les  priinipes  qni  leur  sonl  en- 
seignés. Sous  ce  dernier  rapport,  le  prix  minime  auquel 
l'ouvrage  est  mis  en  vcnie,  n'est  pas  une  considéralidn 
à  dédaigner. 

Les  Tables  de  M.  Hoùel  sont  imprimées  avec  le  soin  et 
avec  la  correction  que  Ton  est  habitué  à  rencontrer  dans 
les  publications  malbématiques  qui  émanent  de  la  maison 
Mallet-Baclielier.  Je  regrette  seulement  qu'on  ait  adopté, 
pour  les  divisions  principales,  dans  chaque  page,  des  filets 
verticaux  aussi  larges  que  ceux  de  l'encadrement.  Par  un 
effet  de  contraste,  les  caractères  piilissent,  et  l'œil  ressent 
quelque  fatigue  de  la  répétition  et  de  la  continuité  des 
tons  noirs.  Je  soumets  celte  réflexion  à  l'habile  Directeur 
de  rimprimerie,  persuadé  qu'il  trouvera,  sans  grands 
frais,  un  remède  à  l'inconvénient  que  je  signale. 

F.  Lefort. 

Paris,  lo  5  juillet  i858. 
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BRAMER  (Benjamin). 

Né  à  Feldsberg  (Hesse)  en  i588,  élevé  dès  son  enfance 
dans  la  maison  de  son  beau-frère  Burgî ,  alors  horloger 
du  landgrave  Wilhelm  IV ,  à  Cassel ,  et  célèbre  second 
inventeur  des  logarithmes.  En  i6o3  Bramer  alla  avec 
Burgi  à  Prague  *,  mais  en  i6i  i ,  lors  de  la  mort  de  sa  sœur, 
Bramer  revint  dans  son  pays,  et  en  1612  fut  placé  comme 
architecte  à  Marburg.  On  a  de  lui  : 

1.  Problema ,  wie  aus  behannt  gegebenem  sinu  eines 
grades j  minuten  oder  secundén  aile  folgenden  sinus  aufs 
leichteste  zu  finden  und  der  canon  sînuum  zu  absolui- 
renseye,  zu  Marburg,  i6i4- 

«  Problème ,  connaissant  le  sinus  d'un  arc  donné  en 
degrés ,  minutes  et  secondes ,  on  peut  en  déduire  de  la 
manière  la  plus  facile  les  sinus  suivants  et  construire  une 
Table  de  sinus.  » 

2.  Benjamin  Brameri  Beschreibung  eines  sehr  leich-^ 
ten  perspecti^-und  grundreissenden  instruments  auff 
einem  stande  :  auff  herrn  Johan  Faulhabevrs  ^  bes- 
tellten  Ingénieurs  desHey,  Reichs  stadt  Uhn^  weitere 
continuation  seines  mathematischen  Kunstspiegels^  geor^ 
dnet,  Gedrucktzu  Cassel  durch  Johan  Wessel ,  und  zu 
Franckfurt  bey  Eberhard  Kiesern ,  kupferstechern  ^  zu 
finden  im  Jahr  lô/io. 

«  Description  d'un  instrument  très-commode  pour 
prendre  la  perspective  et  lever  des  plans  d'une  seule 
station*,    arrangée   comme    continuation    ultérieure    du 
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miroir  artificiel  mathématique  de  Jean  Faulhaber ,  ingé- 
nieur en  litre  de  la  ville  du  Saint-Empire,  Ulm.  Impri- 
mé à  Cassel  chez  Jean  Wessel  et  se  trouve  à  Francfort 
chez  Eberhard  Kieser ,  graveur  en  cuivre,  m 

L'ouvrage  est  dédié  au  célèbre  Faulhaber ,  et  il  dit  en 
commençant  que  dans  les  mathématiques  on  rencontre 
beaucoup  de  choses  cachées  et  merveilleuses;  entre 
autres,  de  réduire  la  multiplication,  la  division,  l'ex- 
traction des  racines,  à  desimpies  additions,  soustrac- 
tions,  divisions ,  etc.,  et  cela  au  moyen  de  deux  progres- 
sions, l'une  arithmétique  commençant  par  o,  et  Tautre 
géométrique  commençant  par  i  ;  et  il  donne  pour 
exemple 

0,  I,   2,   3,  4»- • • > 

1,  2,  4,  8,   i6. .., 

et  il  ajoute  : 

j4us  diesem  fundament  liai  mein  lieber  schwager  und 
praeceptor  Jobst  Burgi^  vor  zwanzig  und  m,ehr  jahren, 
eine  sckône  progresstabul  mi  tihren  differenzen  uon  lo 
zu  lo  in  9  ziffern  calculirt,  auch  zu  Prag  oline  bericht  in 
anno  1620  drucken  lasseuj  und  ist  also  die  invention  der 
Burgi  logarithj  nicht  des  Neperi,  soudern  des  gedachten 
[wie  solches  vielen  vissend^  und  iline  auch  herrn  Kep- 
plerees  zeignuss  gibt)  lange  zuvor  erfunden, 

«  C'est  sur  ce  principe  que  mon  cher  beau-frère  et 
précepteur  Jobst  Burgi,  il  y  a  vingt  ans  et  davantage,  a 
calculé  avec  9  chiffres  une  belle  Table  de  progression 
avec  les  différences  de  10  en  10  et  qu'il  a  fait  imprimer  à 
Prague  eu  1620 ,  et  ainsi  l'invention  des  logarithmes  n'est 
pas  de  Neper  mais  de  Burgi  ci-mentionné  (comme  le 
savent  plusieurs  et  comme  Keppler  lui  en  a  aussi  donné 
témoignage)  qui  a  fait  celte  invention  longtemps  aupa- 
ravant. 
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3.  jinhang  eines  berichts  von  M,  Jobsten  Burgi 
geometrische  Triangularinstrument ^  addition  d'un  rap- 
port sur  un  instrument  géométrico-lriangulairedeM.  Jobst 
Burgi  ^  dédié  à  Wilhelm  IV  en  i648*,  51  a  calculé  les 
sinus  de  deux  secondes  en  deux  secondes. 

4.  Apollonius  Cattus  oder  geometrischen  Wegweiser, 
3  vol.  in-4.  Cassel,  i634-48  (*). 

i**.  Werden  die  Fundamenta  der  conischen  seclionen, 
so  von  Apollonius  Pergaeus  mit  schweren,  ab  absurdo 
genomenen  démon irationen  dargethan,  nunmehr  aus 
leichten  Euclidischen  grunden  erwiesen; 

2°.  Wîrd  gewiesen  eine  neue  leichte  u.  selir  bequeme 
weise  allerhand  Sonnenuhren,  dieselben  fallen  se  selt- 
zam  sie  wollen ,  auf  einen  cylinder  zu  schneiden  und  auf 
zu  reissen; 

3°.  Anhang  eines  berichts  von  M.  Jobsten  Burgi  geom. 
trîangular-inslrument,  zu  jur  leicht,  kaizen  doch  ge- 
wissen  land  und  feldmessen,  wie  auch  andere  hôhen, 
Tîeffen,  Langen  und  Breiten  zu  eremessen  dienlich.  C'est 
une  nouvelle  édition.  Cassel,  1684. 

5.  Etlîche  geometrîche  quaestiones,  so  bishero  nicht 
ûblîch  gewesen ,  4-  Marburg,  161 8. 

6.  Geometricher  Wegeweîser,  4.  Marburg,  1646. 

7.  Kurze  Berichtigung  eines  Schreg  oder  Winkel 
instruments  darniit  aile  aus  und  eingebogenen  Schregen 
abzunehmen.  Marburg,  161 5. 

8.  Trigonometria  planorum  mecanica  oder  unterrîcht 
und  beschreibung  eines  neuen  geom.  instruments  zu 
allerhand  abmessung  u.  salvirung  der  plaucochen  tri  an- 
gel,  4-  Marburg,  1617. 

(*)  Apollonius  Hkssois,  Propriétés  des  sections  coniques. 
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9.  Kurzer  aber  deutlicher  bericht  vom  gebrauch  des  von 
Bj.  Bramer  erfundenen  proportionnel  instruments.  Cas- 
sel,  1622. 

10.  Bericht  zu  Jobsten  Burgi  geom.  triangular  instru- 
ment, 4*  Cassel,  1648. 

H.  Bericht  zu  seinem  semicirculo,  damit  in  allen 
trîangeln  in  einer  observation  nit  alleindiedrei  Latera, 
souderen  auch  die  drei  Wenkel  einer  triangls  zu  finden. 
Ulm,  i65i. 

Bramer  est  mort  à  Ziegenhayn  de  1649  ^  i65o. 
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Leoithardi  EuLERi  OPERA  MINORA  COLLECTA.  Lconhardi 
Euleri  Commentationes  arithmeticae  coUectae-auspi- 
ciis  Academiae  iraperialis  Scientiarum  Petropolitanae 
ediderunt  auctoris  pronepotes  D*^  P.  H.Fuss  (*),  Acade- 
miœ  Petropolitanœ  perpetuoa  secretis,etNicolausFuss, 
matheseos  professor  in  gymnasio  Petropolitano  Lavi- 
nensî.  Insunt  plura  inedita.  Traciatus  de  numerorum 
doctrina  capita  xvi  aliaque.Tomus  prior  Petropoli,  typis 
ac  impensis  Academice  imperialis  Scientiarum,  1849; 
Imperatori  augustissimo  Nicolaœ  primo  consecratione, 
in-4;  Proœmium  xxvii;  Éloge  d'Euler,  par  Fuss, 
xxix-XLix;  Index  systématique,  li-lxxxvii. 

En  1834,  on  découvrit  la  pierre  sépulcrale  d'Euler 
couverte  d'herbes  et  enfoncée  dans  le  sol  d'un  cimetière 
de  Saint-Pétersbourg  consacré  à  la  Sainte  Vierge  de  Smo- 

(*)  Un  Fiiss  a  épousé  une  pctite-filie  d'Euler. 
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lensk  [Smolenshiana] .  L'Académie  résolut  d'élever  en 
oçt  endroit  un  monument.  Alors  vint  l'idée  d'un  second 
monument,  plus  durable,  plus  utile  que  le  premier, 
savoir  : 

Editio  compléta  omnium  operum  viri  illius ,  quem 
AcademiaPetropoUtana  inde  a  prima  origine  quinqua- 
ginta  amplius  annos  suum  fuisse  gloriatur, 

«  Une  édition  complète  de  tous  les  ouvrages  de  l'homme 
que  l'Académie  de  Pétersbourg  se  glorifie  d'avoir  possédé, 
lors  de  sa  fondation ,  pendant  plus  d'un  demi-siècle.  » 

C'est  le  D*"  P.  A.  Fuss,  depuis  18:26  secrétaire,  qui,  le  6 
mars  i844>  en  fit  la  proposition  à  l'Académie  qui,  l'ayant 
adoptée,  la  transmit  à  M.  S.  d'Ouvarofif,  ministre  de 
l'instruction  publique,  président  de  l'Académie.  On 
calcula  que  cette  édition  devait  renfermer  à  peu  près 
aS  volumes  grand-in-4  de  80  feuilles  ou  64o  pages  chacun  5 
en  publiant  200  feuilles  par  année  ou  4  feuilles  par  se- 
maine, il  faudrait  dix  années*,  car  les  Mémoires  de  Saint- 
Pétersbourg  renferment  plus  de  5oo  Mémoires  ;  ceux  de 
Berlin,  120;  de  Paris,  17;  de  Leipsig,  lo,-  de  Turin,  6. 

Le  ministre  accueillit  avec  faveur  la  proposition,  mais 
remit  l'exécution  à  un  temps  plus  favorable  (in  tempus 
magis  secundum).  Au  bout  de  deux  années,  le  temps 
n'étant  pas  devenu  plus  favorable,  l'Académie  résolut  de 
faire  l'entreprise  à  ses  propres  frais  et  de  commencer  par 
les  œui^res  mineures  (opéra  minora)  en  8  volumes  in-4. 
Les  deux  premiers  volumes  sont  publiés  et  traitent  en 
général  de  la  théorie  des  nombres. 

Tome  /.  Le  préambule  (proœmium)^  signé  P.  H,  Fuss, 
décembre  1848,  contient  ces  renseignements  et  la  liste 
de  soixante  et  un  écrits  inédits  que  M.  Fuss  a  trouvés  dans 
les  papiers  d'Euler  légués  à  ses  héritiers. 

Ces  écrits  inédits  sont  rangés  dans  cinq  catégories. 

1 .   Théorie  des  nombres.    Les  carrés  magiques  ;  pro- 
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blêmes  ê^t  les  scmuaes  des  carrés  ^  ces  fanoblikNMYMtt^ 
besoin  d'une  rérisioA  faite  par  le  >^Ta||l  m9i||ijDQi4Qg0» 
Tdiebytçhew.  V 

3.  Géométrie.  Âpplicattioa  du  calcul  difl'érentiel  aux 
lignes  courbes^.  C'est  sans  doute  le  comoien cernent  de 
cette  troisième  «ection  des  Insmutiones  calculi  diffe- 
refùioKs  méntîènnée  dans  cet  ouvrage  (pars  ii,  cap.  it, 

3.  Çuleul.  des  sinus.  Savant  pai^egce  sàr.là  ntultti^ 
cation  des  angles*     «  *   >v.       î       ,      >  ^ 

Ai  Calcul  dès  probabilàësl  Vérî  table  esiîmatîon  du 
iort  dans  lé  jeu.  Hëflelions  sùi"  une  espèce  singulière  de 
loterie  nommée  loterie  ^âèisè  (en  français).  Ost  une 
réponse  faite  au  grand  Frédéric  qui  T avait  consulté  à  ce 
sujet.  .H 

■         :.        ':■■■■■     ^     -  '■  .^~' •'•■■%  •     -'"    ^"*^ 
/8.,€alcul(nié0riU:  '       .   '■     •    /      .r^';^ 

6.  Mécanique.  Principia  pro  motu  sanguinis  per  afte^ 
nos  determinando,  en  43  paragraphes  5  tes  paragraphes 
I  à  i4  manquent. 

7.  Astronomie,  Astronomia  practica  contient  219  pa- 
ragraphes et  7  chapitres  sur  Tattraction  des  sphères,  et 
sur  les  forces  perturbatrices.  —  Nouvelles  Tables  astro- 
nomiques pour  calculer  le  lieu  du  soleil,  Berlin  1744? 
avec  beaucoup  de  corrections  grammaticales  de  la  main 
de  Formey.  Euler,  oblige  décrire  efi  français,  langue  qu'il 
connaissait  encore  peu,  rédigeait  ses  Mémoires  en  latin 
et  puis  en  faisait  des  versions,  ce  qui  lui  prenait  beaucoup 
de  temps  \  dans  la  suite ,  il  parvint  à  écrire  de  prime  abord 
en  français. 

8.  Artillene,  M  éditât  io  in  expérimenta  explosione 
tormentorum  nuper  institnta  (autogr.  6  pages). 
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9.  Physica.  Un  traité  de  physique  en  allemand,  écrit 
vers  1730  et  pour  lequel  Euler  a  reçu  100  thalers  de  gra- 
tification; la  sixième  feuille  manque;  contient  les  prin- 
cipes généraux.  —  Théorie  générale  de  la  dioptrique  (en 
français);  difiere  beaucoup  du  Mémoire  inséré  en  lyôS 
dans  les  Mémoires  de  V  Académie  de  Paris ^  qI  M.Fuss  dit 
que  la  publication  serait  encore  très-intéressante.  —  Re- 
cherches sur  la  découverte  des  courants  de  la  mer  (en 
français).  Il  serait  intéressant  de  comparer  ce  Mémoire 
avec  la  Géographie  de  la  mer,  par  Maury,  ouvrage  tra- 
duit par  mon  fils,  professeur  d'hydrographie  à  Dun- 
kerque.  —  Commencement  d'une  réponse  à  une  question 
proposée  par  l'Académie  de  Paris  en  lySi  et  non  envoyée. 
Fuss  dit  qu'elle  aurait  été  couronnée. 

Mélanges,  Dans  cette  précieuse  réunion  de  documents, 
M.  Fuss  a  montré  autant  de  dévouement  que  de  sagacité. 
Tous  ces  papiers  étaient  entassés  sans  ordre.  Car  en 
177a  la  maison  d'Euler  fut  détruite  par  un  incendie  et 
tous  ses  manuscrits  furent  transportés  pêle-mêle  dans  un 
autre  domicile.  Il  y  en  eut  aussi  de  perdus  en  entier  ou 
en  partie. — Ce  préambule  est  suivi  de  l'Eloge  d'Euler,  par 
Nicolas  Fuss^  père  du  secrétaire  actuel,  et  lu  à  l'Acadé- 
mie du  23  octobre  1783  (xxix-xlix).  —  Ensuite  :  Index 
systématique  et  raisonné  des  Mémoires  arithmétiques  de 
Leonhard  Euler  contenus  dans  les  deux  volumes  de  cette 
collection ,  par  MM.  V.  Bouniakowsky  et  P.Tchebychew  (*) 
(lii-lxxxvii). 

i^^  section.  Divisibilité  des  nombres;  décomposition 
des  nombres  en  facteurs;  nombres  premiers;  théorie  des 
résidus. 


{*)  P  est  la  lettre  initiale  de  Pafnoufty ,  saint  russe  ,  patron  de  la  ville 
de  Borrows,  gouvernement  de  Kalouga.  M.  Tchebychew  est  né  près  de 
Borrows.  * 
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'^'\wçtian,  DdrompoM lion  des  nombres  en  sommes  dj 
clillërentes  formes  en  carres,  en  nombres  triangulaires^^lC' 

3"  section.  Analyse  de  DiophâDte^  résolution  d  équa- 
tions indéterminées-  Problèmes,  les  su  jets  sont  classés 
d'après  le  nombre  (F équations  simultanées  qu'il  faut 
résoudre  lur  ecrtaînes  conditions  et  non  d'après  le  nom 
bre  des  ineonnues  ,  distinction  très- rationnelle» 

a.  Mémoires  qui  se  rapporieTii  plus  ou  moins  df 
laucnt  n  la  iliéorie  des  nombres. 

Cet  index,  couçu  rlans  un  esprit  philosopbique,  offre 
une  lecture  très-instructive  et  ûieilite  sinf^ulîèrement  les 
rechercher.  L'indei^  donne  les  titres  de  quatre-vingt-huit 
Mémoires  publiés  an  téri  eu  renient  et  de  cinqîu^its.  A  côlc 
des  énoncés  latins ,  les  auteurs  ont  mij?i  des  traductions 
françaises  avec  d* utiles  développements  ;  les^  Mémoires 
sont  de  1732-1772-  j 

Tomus  posterior^  în-4  à'^  65  1  pages.  ^ 

I^s  Mémoires  de  1 77^  à  1 782  et  les  Opéra  arithmetica 
inédiles, 

Tractatus  de  numerôrum  doclrina  capitâ  xti  qu€e 
supersunt,  de  Soi  à  5jf5,  commence  par  lei  Notices  le» 
plus  élémentaires ,  et  chapitre  XV,  de  divisoribus  numéro^ 
rumfomicis  a?'  -+-  2 y*. 


AhlTHNOLOGlE. 


Kv.MsiER.  Sur  la  loi  générale  de  réciprocité  des  restes 
de  naissance. 


de  puissance. 


C'est  une  extension  du  théorème  de  Legendre  et  de 
Gauss  sur  la  loi  de  réciprocité  pour  les  formes  quadrati- 
ques,  section    5*  des  Disquisitiones  ^  et  s'applique  aux 
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puissances  X  ;  ce  nombre  X  étant  premier  absolu^  mais  ne 
se  rencontrant  pas  comme  facteuif  dans  l'un  des  numé* 

ràtétil^  des  pi^emierS  -  (X — i)  ndhibres  befiibulKéns. 

Divisons  la  suite  naturelle  des  nombres  carrés  par  le 
nombre  premier  p-^  les  puissances  de  p  donnent  pour 
reste  zéro;  mais  les  autres  carrés  donnent  pour  reste, 
non  tous  les  nombres  de  la  suite  1,2,3,...,/^ — i  ;  mais 
certains  de  ces  noitJbres  qu^ôn  nomme  résidus  quadrati- 
^ueSy  et  les  autres  nombres  de  cette  suite  sont  nommés 
résidus  non  quadratiques  ou  simplement  non  fvésidus^ 
soit|  par  e:Kemple,  p  =3  5;  dans  la  suite  i,  2,  3^  4?  les 
nombres  i  et  4  sont  résidus,  et  2  et  3  non  résidus,  car 
I,  4)  9?  16,  divisés  par  5  ne  laissent  pour  restes  que  i  et 
4*  Gauss  a  démontré  le  théorème  suivant  qu'il  nomme 
fondamental  [Disquisit.  ,§131,  section IV.) 

Soû  p  ufi  nombre  premier  de  la  forme  4  <<  -4- 1 .  Si  y 
pamïi  les  résidus  quadratiques  de  p  5e  trouve  un  nombre 
preniier  q ,  le  nombre  p  sera  aussi  un  résidu  quadratique 
<2e  q;  e£  52  q  est  un  non  résidu  de  p,  p  est  aussi  un  non 
résidu  de  q. 

Si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4  n  -+-  3  e^  -F-  q 
un  nombre  premier  résidu  quadratique  de  p ,  alors  —  p 
sera  résidu  quadratique  de  q',  et  si  -h  ({  est  un  non  résidu, 
—  p  sera  un  non  résidu  de  q. 

C'est  ce  théorème  fondamental  qui  constitue  la  loi  de 
réciprocité  des  résidus  et  non  résidus  quadratiques^ 
c'est  cette  loi  que  M.  Kummer  a  étendue  à  des  puissances 
quelconques ,  assujetties  à  la  condition  ci-dessus  énoticée; 
sa  démonstration  est  fondée  sur  la  théorie  des  nombres 
complexes  effectifs  et  idéaux  (*)^  démonstration  analogue 

(*)  Des  éèldircisseitaénts  sur  les  nombres  idéaux  qui  ne  sont  i^as  fes  ima- 
ginaires ordinaires  sont  très-désirables ,  môme  indispensaUes. 
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h  la  sÊcoiiclê  détnonstraùoii  que  Gauss  a   tlonuée  de  son 
ibéorème  fondamental  (7)ij^, ,  sect.  V,  §  262).  Ce  Mé^ 
moire    extrèmemenl    concis   échappe   h    toute   analyse. 
{Bulletin  de  TÂcad.  de  Berlin*) 


V.  BouHiAKOWSRv,  Sur  un  problème  de  position  relatif 
à  la  théorie  des  nombres,  (Bulletin  pliysique  et  mathé" 
ma  tique  de  l' Académie  de  Saint^-Pétersbourg,  t.  XVI, 
.857.) 

1.  Soit  la  suite  naturelie  des  nombres  impairs  de 
I  à  sN-ht  écrits  dans  ces  ordres  successifs;  pour  fixer 
les  idées,  prenons  N  ^  4* 

Ordre  primitif. ...  r      2     345^7^9 

n*   I 8     6     4     2     X     3     5     7     g 

n*  2 .    .  .  .  .  7     .^     2     6     8    4     I     59 

D^3.. 5     4     6     3     7     2     8     I      9 

~              n«4 123456789 

Le  rang  n°  i  se  trouve  déduit  du  premier  d'après  cette 
loi  :  on  écrit  le  premier  terme  (i)  sous  le  terme  du  mi- 
lieu (5)  ;  le  second  terme  (2)  à  gauche  du  i;  le  troisième 
sera  à  droite ,  le  quatrième  à  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

On  déduit  le  rang  n°  2  du  rang  du  n°  i,  d'après  la 
même  loi  ;  le  premier  (8)  sous  le  terme  du  milieu  (i)  ;  le 
second  terme  6  à  droite;  le  troisième  terme  4  à  gauche; 
parvenu  au  quatrième  rang,  on  retrouve  l'ordre  pri- 
mitif. 

Si  dans  Tordre  primitif  on  s'arrête  à  8,  il  suflSt  de  sup- 
primer la  colonne  des  9  ;  on  voit  même  qu'en  général , 
soi  t  que  l'ordre  primi  tif  se  termine  par  2  N  ou  par  2  N  H- 1 , 
il  faut  toujours  former  le  même  nombre  de  rangs  pour 
revenir  à  Tordre  primitif 
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2.  Soit  donc  la  suite 

I,     2,     3,...,     c',...,     2N-hi, 

où  i^  est  un  nombre  quelconque  de  cette  suite  ;  représen- 
tons par  Ui  le  quantième  de  la  place  qu'occupe  ce  nombre 
f^  dans  un  rang  quelconque ,  et  par  i^^  le  quantième  dans  le 
rang  immédiatement  suivant;  les  places  sont  comptées 
de  gauche  à. droite.  On  a  cette  relation 

4..  =  4NH-3-(-),^(2..-i) 

et  l'auteur  parvient  à  ce  théorème  final  : 

Le  nombre  minimum  de  transformations  qui  ramène 
à  son  état  primitif  un  agrégat  composé  de  aN  4-  i  ou 
2N  éléments,  est  déterminé  par  F  exposant  minimum  jtx 
satisfaisant  à  la  congruence 

4'*-.i  =  4N-+-i  (♦). 


Exemple , 


N  =  4;     4NH-i=i7; 


on  a 


4*  — 1  =  17    ou    p  =  4î   4*~ ï  =  255=  *7' *5, 


on  a 


2* —  I  =  21;     p  =  6. 


On  trouve  dans  cet  ingénieux  travail  encore  d'autres 
considérations  très-intéressantes;  par  exemple,  il  y  a  le 
cas  où  Ton  rencontre  des  colonnes  formées  par  le  même 
nombre  qui  se  répète;  soit  N=8;  2N-hi=i7,  le 
nombre  6  est  le  même  dans  la  sixième  colonne ,  comme 
le  nombre  17  dans  la  dernière  colonne;  on  donne  des 
règles  pour  trouver  ces  sortes  de  nombres. 

{*)  Le  point  leibnitzicn  indique  un  muUiple;  Tauteur  se  sert  de  la  no- 
tation usuelle. 


{M} 


BIBLlQfiBÂPIIIB. 


Tn^TTATQ    P|X    MQDO    BEEVIgSlMO    DI    TBOVAftE    Li    RiDICE 

QUÂDRÂ  DEtLi  nt^H^m,  et  Regole  d'approsâimarsi  di 
condnuo  al  vero  eelle  radici  de*  nameri  non  quadratl , 
cou  le  cause  et  inveolîonî  loro^  et  anco  il  modo  di  pi- 
gUarne  la  radîce  cuba ,  applicaudo  il  tutto  aile  opera- 
tioni  militari ,  et  altre  di  Pietro  Antonio  Cataldi, 
leclore  délie  scienze  tnatematîçke  nello  studio  di  Bo- 
logna  \  air  illustrisiimo  aîgnore  et  padrone  colendiâsimo 
Fra  Ludovico  Mariscoili ,  conte  et  cavalliero  Hiero- 
solimitanû  gentil  huomo  di  caméra  del  serenissimo  sig. 
duca  di  Savoia,  et  stipendiato  délia  sacre  Maesta  del 
Re  Calolico.  In  fiolqgna,  apresso  0artolomeo  Cochi, 
MDCXJn.  Con  liceo^&a  de*  superiori.  In-folio  de  i4û 
pag€is  ;  litre  ^  dédicace  ç|t  poëme  2  pages. 

A  la  dernière  page  (140),  l'auteur  s'adresse  au  lec- 
teur et  sollicite  son  indulgence  pour  le  peu  d'ordre  et 
même  de  clarté  qui  règne  dans  l'ouvrage  auquel,  tour- 
menlé  par  des  douleurs  physiques  et  morales,  il  n'a  pu 
travailler  qu'à  bâtons  rompus  et  par  fragmeols.  Les  der- 
nières lignes  annomcent  que  le  manuscrit  a  été  livré  à 
l'imprimerie  le  lundi  xi  août  1597  ^  ^^  Heures  un  quart 
(9  heures  un  quart  du  matin)  (^). 

La  vignette  du  titre  porte  le  blason  des  Mari&oot  avec 
la  devise  Lojalemant  sans  douter^  le  portrait  ei^  taiUe- 

(*)  Gataldi,  né  à  Bologne,  mort  le  11  février  1628.  Professeur  de  ma- 
thématiques et  d'astronomie  à  Tuniversité  de  Bologne  depuis  i584  jusqu'à 
1614.  A  publié  plus  de  trente  ouvrages. 
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douce  du  chevalier  de  Malte,  alors  âgé  de  trente-cinq 
ans,  précède  la  dédicace  (*). 

Dans  les  douze  premières  pages,  on  lit  une  méthode 
abrégée f  très-péniblement  exposée,  de  l'extraction  de  la 
racine  carrée  et  d^autres  racines  ^  on  trouve  chiffre  par 
chiffre,  mais  des  opérations  mentales  facilitent  les  sous- 
tractions, les  divisions  et  les  élévatipns  aux  carrés.  L'au- 
teur sépare  les  tranches,  allani  de  droite  à  gauche,  en 
mettant  un  point  sous  le  preq^ier  chiffre ,  un  autre  point 
sous  le  troisième,  le  cinquième,  etc. 

La  page  12a  pour  titre  : 

DwqnQ  intqrnQ  éUmodo  dipigHarcj  à  tvçy^rç  /a  ra- 
dice  quadra  prossima  delli  numeri  non  quadrati,  for- 
mando  il  rottOy  che  sia  pik  del  douere^  et  délia  appros^ 
simasîone  continua. 

Procédés  et  raisonnements  très-justes,  mais  portant 
toujours  sur  des  exemples  i^^mé^iqu^.  Us  sout  pjbscurs 
et  pénibles  à  suivre  :  transcrits  algébriquement ,  tout 
se  ramène  à  ce  qui  suit  : 

Soit  N  un  nombre  entier  non  carré ^  posons 

N  =  n»  -h  ^, 

où  a*  est  le  plus  grand  carré  contenu  dans  ]N[  ;  qq  a  les 
identités 


/       b,  y    bi 


Oh^  cél^br^  a^nér^^  4li  QénÎQ  ni^rffco^»  mort  ea  i83v»  prétemlait 
descendre  de  ççtte  famille  d^s  Mariscotti  qui  a  produit  plusieurs  hommes 
distingués  dès  le  xiii"  siècle. 


(  7P  ) 

où,  ^    ,     ,       .  i,  ,  ,,,.,  ■/. 

'''  =  ''  +  ^>    ^'  =  47,'    '''^"■-ï^.'     *'==4^'-' 

OaToitque  les  quantités  ^i^  iZ|,  âg^  etc.,  vont  eu  dimi- 
nuant et  sont  ionlouvs  supérieures  à  yN*  En  effet 

è=  IL  ^Î 

d,  =  *î;   —  è,  H-  7-4   ^  ^î  +   0  -h  -=^-;  , 

b       b^       b^  .        ,*    - 

et  les  ei[ pressions  —  1  —  ?  —  vont  aussi  en  diminuant. 

Ainsi  on  approche  de  plus  en  plus  de  la  racine ,  loujouzs 
par  e:xcès  (  piii  del  dopere] . 
L'auteur  donne  pour  exemples 

T^   v/44,       a  —  ^,     A  =  8, 

et  trouve  suceessivenient 

20.    v/496,       «.=22-,        «3  =  22—. 

y—;  3  303  3271713 

3".  v/55,       «.  =  7-»     «.  =  7^'     "'^'^Sê^^- 

40.  v/3,         «.  =  2,     «2=17?     ^3  =  i|g» 
7953  29q3o32oi 

''^  —  '  7^864 '     '''""'  408855776' 

Ce  procédé  algébriquement  écrit  devient  une  série. 

2.  A  la  page  18,  on  trouve  ce  procédé  pour  trouver 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes ,  mais  toujours  in- 
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férieures  (minore  del  doi^ere)  à  la  vraie  valeur  : 

/  b      Y  b  h^ 

\  2^4-1/  2«-f-I  (2«-hl)' 

bx  [(g.  4-  fl  4-  i)^—  2fl.  (/i  +  ^1,  4-  i)  +  a;  -.  ^,  -.  g»  ] 

\'       fl-f-û.  +  i/  (fl4-ûi4-i)»  ' 

Or 

(û4-i)*>«î  +  *.     et     «,>«,,     «,'<N, 

et  ainsi  de  suite. 
Exemple  : 

v/44>     û  =  6,     6  =  8,     «,  =  6-^> 

^  112  _ l528 

ei,  =  O ?      û^s  =  t>  -7—5  • 

177  2423 

Il  fait  la  juste  remarque  que,  pourvu  que  l'on  choisisse 
pour  a^  une  valeur  quelconque,  mais  telle  que  son  carré 
soit  inférieur  à  N ,  le  même  procédé  donne  pour  a,  une 
valeur  plus  approchée  et  toujours  par  défaut;  par  exemple 
prenons 

qui  remplit  la  condition  exigée;  on  trouvera 

109 

Soit 

I  1 

N  =  20  -  ; 
2 


prenons 


un  trouve 

,10  /  191  /  1820 

a.  =  4_,    «,^43^.    "'='^344^' 


Chactiii  de  ces  calculs  numériques  occupe  deux  pages 
in-foHo< 

3,   Autre  procédé  pour  trouver  les  racmes  par  défaut* 
Soit 


ou  a 


donc 


de  là 


y'ïï  —  «1  = 


v5r+  ^1 


^1  4-  «1 


et  cette  valeur  est  plu«  grande  que  otfi  et  par  conséquent 
plus  approchée. 

Exemple  : 

N  =  44,     «.  =  6^    «,:^6-^,    p,  =  -fe,    V^<6-^. 
i  i3      "^        169  209 

4.  (P.  33.)  Soient 

N  =  a;  +  p.  =  af  +  p„ 


on  aura 

p. 


fli 


a,  ■+■  a. 


>v/N; 


\  73  ) 

N  =  «;  —  &,  =  «;  — *,, 

rtt,-f-a,         "^ 

il  donne  encore  d'autres  procédés  du  même  genre  et 
montre  même  qu'on  peut  toujours  trouver  ]x  racine  à 

moins  de  j  près,  soit  par  excès,  soit  par  défaut^  et  l'on 

voit  que  tous  ces  procédés  mènent  à  des  approximations 
par  séries. 

5.  (P.  40»)  On  y  lit  une  remarque  importante  qui  ré- 
vient à  ceci  : 

Soit 

a  étant  le  plus  grand  carré  contenu  dans  N;  si  a 


ia 


est  une  valeur  approchée,  alors  a  H j-    sera  une 


b 
-    2a 


valeur  plus  approchée  et  par  défaut. 
Il  le  démontre  ainsi.  On  a 

(à      Y       ,       ^                 b^                        b' 
a^ ^\=a«+^ . ^H--^ ^ 


b' 


2a 


(^"-^rj 


II  prend  a  =  4?  ^  =  3  et  emploie  deux  pages  in-folio 
pour  calculer  le  maficamento,  ce  qu'on  appelle  aujour- 
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d*tiuî  r^He  des  sériei^k  Câtaldî  ne  manque  jamais  de  cal^ 
culor  ces  restes  qui  sont  pour  ainsi  dire  Tàuic  de  sou 
travail  et  aussi  la  pariie  la  plus  laborieuse. 

Ensuite  il  remarque  aussi  que  quand  la  première  ap- 
proximation est  par  défaut j  la  seconde  est  par  excès . 

On  voit  ici  le  germe  des  approximations  pur  fractions 
commues , 

6.  (P.  57),  Il  résout  le  problème  su! vaut  par  Falgèbre  : 

Per  saiisfare  aïli  curiosi^  et  vaghi  délie  diversità^  che 
iniendono  es  sa  regola  delta  cosa. 

Soit 


n 


"  =  ^3  3g; 


prenons 


=  4.     i  =  7 


i3 
3ë^ 


ainsi  la  valeur  approchée  est 

'36 

Quel  nombre  faut-il  joindre  à  8  pour  que  Ton  ait 

£3  -      •  -    ;;.^- 

^36x 
Q-; —  =  '^^ 

o  +  or 

Résolvant  cette  équation ,  il  trouve 

5 

.     .  ,  .  .  5 

ainsi  N  est  un  carré  parfait  dont  la  racine  est  4  ^*  Et  au- 
tres problèmes  du  même  genre  pour  d'autres  ii(>q]bres^. 


k 
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7.  (P.  62. )  N  =  a*  -H  ij  il  prouve  que 

b 


«H r 


b 

2a -f- 


2flH-I 

est  une  approximation  par  excès. 

8.  (P.   70.).  Il  réduit  /18  en  fraction  continue  de 
cette  maûière.  La  première  valeur  par  excès  est  45? 

donc  la  seconde  valeur  par  défaut  (n**  5)  sera  4  -h 


2     , 

5 


considérant  comme  une  fraction  simple,  la  troî- 


sième  valeur  par  excès  sera 


4^^ 


8.H--^ 


8  +  -^ 


8+-^ 


et  ainsi  de  suite  \  ainsi  c'est  une  fraction  continue  dont  les 
numérateurs  ne  sont  pas  F  unité.  Mais  dans  ce  cas  on 
peut  récrire 


I 


8  +  — i 

4  + 
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Ce  prott'dr  peui  $c  géiiiMaliser»  On  a 

x'  -h  as  ^=  h  p 
b  h 


a  + 


e-+- 


II  pousse  le    takol   jusqu*à  la   cinquième  fracûoa,  rt 
iruuve 

i-g  _  .  5o7 1 3ooo833 
^£090045320 16 

Ctialdi  saîl  apprécier  rîmporlaiice  de  son  înveiitïoii, 
qiii  donne  aUenialivement  des  valeurs  par  excès  et  par 
défaut.  II  la  no  m  tue  inîrabile  proprielà  (p-  70)»        ' 

La  première  appr&ximaiîon  ctani  ^  ^  t  il  donne  pour 

valeur  plus  approchée 

4-+-—^ — 


33. 


8 


33 -f. 


33 


Il  pousse  les  approximations  si  loin,   qu^il  obtient  des 
nombres  formés  de  cinquante  chiffres. 

A  la  page  94  commencent  des  applications  géométri- 
ques aux  triangles  rectangles,  aux  gnomons,  qui  mon- 
trent géométriquement  les  approximations  données  ci- 
dessus  par  rarithraélique. 

(P.  104.)  Règles  pratiques  pour  ranger  les  fantassins 


(  77  ) 
en  carrés.  Au  bas  de  la  page  117,  on  lit  la  phrase  finale 
Laus  Deo  sempef';  cependant  l'ouvrage  continue.  A  la 
page  1 18,  on  donne  une  méthode  pour  extraire  îa  racine 
carrée  des  nombres  mixtes  sans  réduire  les  entiers  eu 
fractions. 

(  P.  1 2Q.)  Règles  pour  ranger  les  hommes  eu  carré  sur 
un  terrain  de  superficie  donnée  {quadra  di  terrano) 
ayant  égard  aux  distances  réglementaires  entre  les  com- 
pagnies et  les  hommes. 

(P.  i3o  jusqu'à  la  fin.)  Extraction  de  la  racine  cu- 
bique d'un  nombre  entier  et  ses  applications. 

Les  calculs  et  les  discours  d'une  longueur  rebutante 
ont  nui  à  la  réputation  de  cet  ouvrage  qui  renferme  deux 
découvertes  importantes  :  les  approximations  sériaires  et 
les  approximations  -parjractions  continues.  C'est  M.  Libri 
qui  le  premier  a  fait  ressortir  le  mérite  de  Cataldi  dans 
son  Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Itxdie  (t.  IV, 
p.  92^  1841)  9  ouvrage  où  l'auteur  se  montre  savant  géo- 
mètre, érudit  consommé,  littérateur  éminept,  écrivain 
éloquent^  zélé  patriote ,  digne  alors  du  noble  pays  qui  Ta 
vu  naître.  Les  nombreux  écrits  de  Cataldi  sont  très-rares, 
même  en  Italie.  La  Bibliothèque  impériale  possède  trois 
volumes.  M.  Ravenel,  conservateur  des  imprimés,  a  bien 
voulu  mettre  à  ma  disposition  un  des  volumes  inscrits 
V .  72  pi  renferme  deux  traités,  celui  que  nous  avons  essayé 
d'analyser  et  encore  celui-ci  :  Tratlato  del  quadratura 
del cerchio,  etc.,  55  pages  et  5  planches  \  i(Ji2.  Ce  sont 
une  foule  d'approximations  par  excès  et  par  défaut  5  les 
dénominateurs  des  fractions  étant  des  carrés ,  il  s'eii  sert 
pour  réfuter  une  quadrature  du  cercle  proposée  par  Pellc- 
£^rino  Borrello,  professeur  de  mathématiques  à  Reggio 
(duché  de  Modcne) . 


^^^^^»       (  ^^^^M 

JoUHNiX    FUtl  DIE   HEINE    IJND   ANGEWANBTE    MATHEMATIK.^| 

In  zwangloseii  hefteu;  als  forizetztiiig  des  vou*  A.  L*^H 
Cre//egogrimdet6n  jQuruâls,  berausgegebeii  untermit^^H 
wirkung  des  Herren  Steiaer,  Schellbach,  Kummer»^^ 
Kroiiecker,  Weierstrass  ;  von  C»  W.  Borcliardt  mit 
ihatigcr  Befôrdenuig  hoher  konîglicher  Preussîcher 
Behurden,  Funf  und  funfzigstcr  Band*  Erstes   heft,     ^ 
Berlin,  i858j  Dniuk  und  verlag  von  Georg  Reîmer*  — 
Journal  des  ma  thé  m  a  tiques  pures  et  appliquées  ^  coudiii^H 
nuâlion  par  cahiers  libres  du  journal  fondé  par  A.  L, 
Chelle,  publié  parC*  W  Borchardi  avec  la  collabora^  ^, 
lîon  de  MMi  Sleiner,  Schellbach,  Kummerj  Kronec^pi| 
ker,  Weierstrass,  et  par  les  encourageiueûts  efficaces 
de  Ja  haute  administration  royale  de  Prusse,  LV*  vo- 
lume^ t^'  cahier.  Berlin,  i858,  imprimerie  et  librairie 
de  Georg  »  Kei  mer  »  ^  VH 

Le  premier  volume  a  paru  en  i8a6;  ainsi»  en  Li^ente- 
deuK  ans^  ou  a  publié  54  volumes-,  quelle  aciivitë  dans 
la  phis  haute  région  de  T intelligence.  Puisse  le  digue 
représentant  de  celle  région,  le  journal  du  savaut  el 
lucide  géomèire  Liouville^  obtenir  aussi  en  France  ies 
encouragements  efficaces  de  la  haute  administration  » 

C0IiT£X9U  DU   PRBMIEE  CAHIER. 

Jag(»i.  C,  g.  J.  Sur  la  substitution  (aJt*H-2ia?+c)y* 

et  sur  la  réduction  de  T intégrale  abélienne  de  pre- 
mière  classe  à  la  formule  normale  (  Mémoire  posthume 
comnuiniqué  par  M,  F,  Hichelot) , 

Cette  même  expression  peut  s'écrire  sous  cette  forme 
(/ïj»4-  2a>-f-rt[")x'-f-?.(Aj'-f-  2^>-h  b")x 
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d  où  Ton  déduît 

Y  =  (bx'-^2by^  6'0»-(«r'-*-  2a>+«")  (cr»+  2c>  -o . 

La  diflérentiation  donne 

[(«/'-+-  2 fl>+  fl")  A'  -4-  ^^M-  2 by-i-  b'']€ix 

d'où 

v/x     vTf 

équation  aux  fonctions  elliptiques. 

Ainsi ,  si  a:  et  ^X  sont  simultanément  réelsy  il  en  sera 
de  même  dey  et  ^Y  ;  et  vice  versa ^  si  x  et  y/X  sont  siniul  - 
tanément  rationnels^  il  en  sera  de  même  pour  y  et  v^Y. 
Faisons  a'=i'=c'=:o',  alors  on  voit  que  si  Ton  peut 
rendre  carrée  tune  des  deux  expressions 

—  («^»  -f-  2  ^x  +  c)  (û'Vh-  2 è"a?  4-  c") , 

on  peut  aussi  rendre  carrée  Vautre  expression .  Cela  cor- 
respond à  la  réduction  de  Fintégrale 


/v 


da: 


à  la  forme 

i/(bx*^by^(ar'^a'')(cx'^c'^)' 


f 


(  8") 
que  Legendro  obiieiH  p.if  la  s^ubsiîtuhou 


f^~  — 


el  que  roii  (ItHluit  -lussi  de  ci-dessus  en  posant 

a*=  b'=  c'=  o, 

EukT  n'a  consitlérë  que   le   cas  oiV  X  et  Y  soru  tlf$J 
ioRctions  honiolofîues,  c'est-à  dirt?  où  Von  n. 

c'est  Lagrange  qui  a  donni»  la'^ forme  générale  <4~dess us 
dans  lea  Mémoires  de  F  Académie  fie  Turin.  1785,  M,  .T4'< 
cobî  élencl  ici  la  même  métlsode  de  sobstî  union  a  Tin  le*' 
grale  abelienne 


/ 


\f^^-^y\ds 


de  même  que  pour  les  fonctions  elliptiques,  Eulèr  parvient 
par  des  voies  différâtes  à  des  fornie^  semblables,  savùir, 
d'abord  en  faisant  disparaître  dans  Y  les  puissances  im- 
paires, ou  bien  aussi  le  premier  et  le  dernier  terme,  et 
déduit  de  là  le  tliéorème  sur  Taddition  des  fonctions 
elliptiques,  Jacobi  parvient  ici  de  la  même  manière  à  une 
addition  de  fonctions  àbéliennes  ainsi  exprimée 

changeant  t  en  «',  on  obtient  T'. 

11  faut  aussi  consulter  pour  la  parfaite  intelligence  de 
ce  Mémoire,  extrait  des  papiers  de  l'illustre  analyste,  le 
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Mémoire  de  M.  Richelot ,  dans  le  tome  XVÎ ,  page  224  ^ 
1837  :  De  transformatione  integralium  ahelianorum 
primi  ordinis  commentatio  y  travail  que  Jacobi  avait 
donné  à  exécuter  à  son  célèbre  élève. 

A.  Càyley.  Sur  quel(f lies  formules  pour  la  transforma- 
tion des  intégrales  elliptiques  (en  français), 

TcHEBYCHEF  (Bull.  dc  T Académie  de  Saint-Pétersbourg, 
n^  370,  t.  XII).  Sur  les  questions  de  mini  ma  qui  se 
rattachent  à  la  représentation  approximatis^e  des 
fonctions  (en  français). 

Solution  de  ce  problème. 

Étant  donnée  une  fonction  quelconque  avec  des  para- 
mètres p^^p^éf,  .  .^pnt  il  s'agit  par  un  choix  convenable 
des  valeurs  ;?i,  /7j,.  ..,/?„,  de  réduire  au  minimum  la 
limite  des  écarts  de  la  fonction  de  o  entre  Jt:=  —  h 
^ix  =  h. 

ToRTOLiNi  (Annali  di  Mat.  ^  n°  2  ^  mars  et  avril  iSSS)* 
Nouvelles  recherches  relatives  à  la  substitution  linéaire 
pour  la  réduction  des  Jonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  (voir  36  et  38  du  Journal  de  Crelle^ 
Plana  et  Richelot), 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  ramener 
-    dx 


h 


à  la  forme 

dx 


l 


sans  décomposer  l'équalion  du  quatrième  degré  en  deUx 
facteurs  réels  du  second. 
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IlmoscHt  (Françoîs)  (Aunali,  mai.  juîri)^  Sur  ït^s  èqua-- 

fions  fin  multiplicnieur  pool'  la   iramfornmtion  tles  , 

farutiotu  elUp tiques. 


JOOnKAL    DE    GHELLR* 

Contenu  du  %^  cahier^  f.  LF  [voir  p,  78), 

S.  Aronsobw  (p.  97)-  Théorie  des  fonctions  homogène^ 
du  iwisiètne  degré  à  trois  variables. 

JC|j  ^Tj,  ^3,        ii^^  Uïf  /Ij  , 

deux  sysiènies  de  variables  prûwiïiVe^; 

A|j  Ajj  X-aj      Uij  Uiy  U)  i 

Jt^iiic   nouveaux  sysièuie^  de  variables  correspoiidâiits  # 
tfiUin  lesc|uel!»  subâîstenL  ces  relations 


'   Xi  -=  «iX,  +  ttaXa  +  a,  Xs, 


(') 


(2) 


j;,^^  p,  X,  +  p^  Xï  +  p3  Xj^ 
j?j:=7,  Xi  +  7t%  -h  ï3  X„ 

U,  =  a,  tf,  4-  p,ii,-H7,  «^,, 
TJj  =  aj  «2  +  Pî  «2  -t-7î  Wjy 
U3  =  as  «34-  Ps  "3  4-  73  tt:y, 


(1)    sera  dite  substitution  primitive  y 
(a)  sera  dite  substitution  transposée. 

Désignons  le  déterminant  commun  aux  deux  substitu- 
tions par 

désignons  encore  par 

/(^i>  ^2,  ^3),    /'  {^19  X'i}  -^3)» 
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deux  fonctions  qui  passent  l'une  dans  l'autre  par  la  sub- 
stitution primitive. 
Nous  nommerons 

I.  Ifwarianty  une  combinaison  A  des»  coefficients  de/i 
qui  ont  avec  les  coefficients  correspondants  de  la  fonc- 
tion/^' la  relation 

où  X  est  un  entier  positif. 

II.  Cov^ariant^  une  fonction  (f  des  coefficients  de/ et 
des  variables  x^,  x^^  x^  qui^  en  employant  la  substitu- 
tion primitwe  (i),  a,  avec  la  fonction  (p',  formée  analogi- 
quement des  coefficients  et  des  trois  variables  Xf,  Xj,  Xg 
de  la  fonction  ç',  la  relation 

<p'  (X„  Xa,  X3)  =  r^  <p  (a:,,  J?„  ^a). 

m.  Forme  adjointe,  une  fonction  F  des  coefficients 
de/'etdes  variables  Wj,  w,,  113  qui,  par  l'emploi  de  la 
^ubsûxxiûon  transposée  (2),  a,  avec  la  fonction  T'  formée 
analogiquement  avec  les  coefficients  et  les  variables  U|, 
Uj,  U3  de  la  fonction  f^  la  relation 

r  {U„  U^Us)  =  r^r  (a„  «,,«3) 

IV.  Forme  intermédiatire^  soit  0  une  fonction  des  coef- 
ficients àefei  des  deux  systèmes  de  variables  Xj,  Xj,  Xj, 
Uij  Ui,  «8,  et  0'  une  fonction  formée  analogiquement^  par 
remploi  des  deux  substitutions,  avec  les  coefficients  à.ef 
et  les  variables  X,,  Xj,  Xs,  Ui,  Uj,  Ug. 

Si  l'on  a  la  relation 

0'  (U„U2,  U3;  Xi,Xi,  X3)  :;=ir^  0(/«„  Ma,  «3;  ^.,  ^sj^s)^ 

alors  0  est  une  forme  intermédiaire  (*). 

Les  dénominations  (I)  et  (II)  ont  été  introduites  par 
M.  Sylvestre^  la  dénomination  (III),  par  Gauss. 

(*)  Ces  formes  seront  expliquce»  en  1859. 


■•    -  -  (84)  '--  ■ 

l^a  quairtème  classe  n'a  pas  encore  été  eoiisidérée  jus- 
iju'îci*  Son  importance  ressoriira  dans  la  suile  de  ce  tra- 
vail 5  elle  Toïme  le  passage  de  (H)  à  (III). 

Ce  Mémoire,  de  g5  pagesj  reaferiiie  vingt-sept  beaux 
thétJtèjnes  sur  ces  quatre  classes,  de  la  plus  haute  valeur 
final  y  tique  et  même  géométrique  pour  les  lignes  planes 
du  iroisième  ordre.  Nous  essayerons  de  les  faire  connaître 
successivement.  Le  célèbre  analyste  s^occupe  d'uoe  théo- 
rie générale  des  fonctions  homogènes.  J 

Cayley*    JVofe   sur  la  coinposùion  du  nombre  47  p^f 
rapport  au  je  vingi-troisièines  racines  de  /'unité  {en 

frajinaisj*  * 

Soil  a  une  racine  2'^^  de  Tu  ni  té;  M»  Kummer  a  dé- 
montré que  47  €sl  le  produit  de  onze  facteurs  complexes 
qui  se  déduisent  du  suivaut  of*^-f-et^*-l-a''+^*^4-a'4-âÊ** 
(Journal  LiouvîUe,  XIÏ,  p.  208),  On  sait  par  la  théorie 
générale  qu^il  existe  un  certain  nombre  47*^  q^î  peui  se 
décomposer  en  vingt-deux  facteurs  complexes^  quel  est 
ce  nombre?  Il  est  naturel  de  rechercher  si 

(«'•  -f-  a'^ H-  a«  +  a'^  -|-  a'  -H  a'«)^ 

n'est  pas  décomposable  en  deux  facteurs;  car  alors  47^'* 
serait  un  produit  de  vingt-deux  facteurs  complexes; 
M.  Cayley  prouve  que  cette  décomposition  est  impos- 
sible. 


VoRLANDER  J.-J-  yé usgleîchung  der  fehier  polygonome- 
trischer  messungen.  In-8°,  55  pages.  —  Compensation 
des  erreurs  dans  les  mesures  polygonomélriques. 

L'auleur ,  inspecteur  du  cadastre  dans  le  cercle  de 
Minden,  outre  la  méthode  précise  des  moindres  car- 
rés,  indique  deux  autres  méthodes  plus  courtes  ;  dana 


(85) 
l'une  on  change  convenablement  les  angles  seulement, 
et  dans  l'autre  les  angles  et  les  côtés.  Ouvrage  irès-es- 
tîmé  en  Allemagne. 

XJlfers.  D.  W.  Praktische  Anleitung  und  tafeln  zur 
berechnung  von  Dreiechen  niederer  ordnung  und 
polygonen^  etc.  —  Indication  pratique  et  Tables  pour 
le  calcul  des  triangles  d'ordre  secondaire  et  les  poly- 
gones. Coblentz,  i854. 

C'est  une  nouvelle  édition  des  Tables  de  coordonnées^ 
publiées  par  l'auteur  en  i833. 

Ces  Tables  contiennent  les  produits  de  sin  a,  cosa, 
cosec  a  par  les  nombres  lo,  20,  3o,. .  . ,  90,  pour  la  di- 
vision centésimale^  car  dans  le  midi  et  l'ouest  de  l'Alle- 
magne, on  emploie  des  instruments  géodésiques  ainsi 
dmsés.  Ces  Tables  facilitent  les  calculs  trigonométrîques 
et  dispensent  de  l'emploi  des  logarithmes. 


Bulletin  de  l'académie  de  Saint-Pétersbourg,  i858. 
Struve  (  W).  (XVI,  n«  383,  p.  367.) 

L'illustre  astronome  fait  le  récit  de  son  voyage  à  Paris , 
du  bon  accueil  qu'il  y  a  reçu,  et  parle  avec  enthousiasme 
du  grand  nombre  déjeunes  astronomes  qu'il  a  rencontrés 
en  Allemagne,  pépinière  astronomique,  espoir  de  la 
science. 


GÉNÉALOGIE  DES  BERNOIJLLI. 


1.  Bernoulli  (Jacob),  né  dans  les  Pays-Bas  en  1583; 
quitte  Anvers  pour  échapper  aux  persécutions  du  duc 
d'Albe;  se  retire  à  Francfort. 


4.  Jacob,  pelit-fits  du  précédent,  tié  veis  î5y8;  s  éla- 
blît  à  Bâle  en  1623  ^  j  meurt  en  i634«  i 

3.  Wicolas,  fils  aine  du  précédeiU^  né  en  16 33  -y  mort  ea  J 
iyo8,  négociant,   membre  du  grand  conseil  de  Baie 5  a 
laissé  onsie  enfants* 

4.  Jacob  I,  cinquième  enfant  du  précédent,  né  à  Baie 
eu  1654  décembre  ay^  j  meurt  eu  iyo5  août  i6'j  pro- 
fesseur de  maihématiques  h  PuniversHé  de  Baie  en  1687 
(célèbre), 

5.  Jean  I,  dixième  enfant  de  (3),  né  â  Bâle  en  1667  ^ 
juillet  27;  mort  en  1748  janvier  i";  docleur  en  méde- 
cine, professeur  de  ma théma tiques  à  T université  de  Gro- 
ningue  (ifigS-ijoS)  (célèbre), 

6.  ISicûlas  I,  6I3  du  huitième  enfaut  de  (3),  oé  eu 
1687'^  mort  en  1749  novembre  u5  ^  docteur  eu  droit,] 
professeur  de  m alliéma tiques   à   l'université  de  Padoue 
(1716-19),  et  ensuite  professeur  des  hislilutSj  de  la  lo- 
gique, à  l'université -de  Bàle. 

7.  Nicolas  U,  fils  de  (5),  né  lôgS  janvier  27  (Bâle)^ 
mort  1726  juillet  26,  à  Saint-Pétersbourg^  docteur  en 
droit,  professeur  de  droit  (Bàle)  1723-1726^  de  mathé* 
jna tiques  à  Saint-Pétersbourg. 

8.  Daniel  I,  second  fils  de  (5),^  né  1700  janvier  29 
(Groningue);  mort  1782  mars  17  (Bàle);  docteur  en 
médecine,  professeur  de  mathématiques,  1725-33  (Saint- 
Pétersbourg);  anatomie^  botanique,  philosophie  spécula^ 
tive  à  l'université  de  Bàle  (célèbre). 

9.  Jean  II,  le  plus  jeune  fils  de  (5),  né  17 10  mai  18 
(Bàle),  mort  1790  (Bàle);  docteur  en  droit,  professeur 
d'éloquence  (Bàle),  et  en  1750,  professeur  de  mathéma- 
tiques. 


(.87) 
10.  Jean  III,  fils  du  précédent,  né  1744  novembre  4 
(Baie),  mort  1807  juillet  iS,  à  Kopnîck,  près  Berlin ^ 
docteur   en  philosophie,  licencié  en  droit,    astronome 
(i  767)  de  l'Académie  de  Berlin. 

H.  Daniel  II,  fils  de  (9),  né  1761  janvier  3i  (Baie), 
mort  1834  octobre  21  (Baie)-,  docteur  en  médecine,  pro- 
fesseur d'éloquence  à  l'université  de  Baie. 

12.  Jacob  II,  fils  de  (9),  né  1769  octobre  17  (Baie), 
mort  1789  juillet  3  (Saint-Pétersbourg);  noyé  en  se 
baignant  dans  la  Néwa^  professeur  de  mathématiques 
(Saint-Pétersbourg  ) . 

13.  Christophe,  fils  de  (11),  né  1782  mai  i5  (Bâle); 
professeur  au  Pédagogium  de  Halle  (1802),  chef  d'insti- 
tution à  Baie  (1806-17)*,  professeur  d'histoire  naturelle 
à  l'université  de  Baie  depuis  1817. 

14.  Jean-Gustave,  fils  du  précédent,  né  en  181 1  (Bâle)  ^ 
auteur  d'un  Vade-^mecum  du  mécanicien. 

Rangés  par  ordre  de  naissance. 


NAISSANCE. 

MORT. 

AGE. 

i 

iS83 

.... 

,  , 

2 

1598 

1634 

36 

3 

1623 

1708 

85 

4 

1654 

1705 

5i 

8 

1667 

1748 

•61 

6 

1687 

'749 

63 

^ 

1695 

1726 

3i 

8 

1700 

1782 

82 

9 

1710 

1790 

80 

10 

,744 

1807 

73 

II 

1751 

1834 

83 

12 

1759 

'789 

3o 

15 

1782 

.... 

14 

]8ii 

.... 

(88) 

Aînsï,  sur  les  douze  H  y  a  huit  octogénaires, 
iuagénaires  un  sexagénairi?,  un  quinquagénaire. 
Age  moyen,  58  ans. 
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BIOgiliPHIE. 


LEONELLI  (Zecchini). 

Né  à  Crémone  en  1776;  étudie  Varchiieclure  à  Booié^ 
eu  I  79^,  se  livre  de  prédileeiiori  aux  niatltématiques^  est 
k  Bordeaux  en  1800,  où  il  a  donné  pendant  quelques^ 
«nnée;;  des  leçons  de  ma  tlié  ma  tiques  et  d'architecture.  H 
De  là  il  passe  à  Milan  et  publie  dans  le  Journal  de  la 
Société  (F encQuragenmnt  un  article  sur  son  supplément 
logaiithtnique;  va  à  Venise  une  seconde  fois  et  s'y  marie; 
passe  à  Strasbourg  où  il  publie  sa  tliéorie  d'électricité; 
puis  à  CarlsniltïC  au  service  du  grand-duc  de  Bade;  passe 
en  Franconie,  à  Vienne  (Autriche)  et  à  Trieste,  et  finale*^ 
ment  à  Corfou,  oti  il  est  nommé  directeur  du  cabinet  de 
physique,  et  y  est  mort  le  12  octobre  1847.  ^"  i833,  il  a 
envoyé  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  des  Mémoires  t 
sur  la  chute  des  graves 5  sur  la  trajectoire  des  projectiles 
terrestres-,  la  cause  de  la  cessation  des  oscillations  du 
pendule-,  la  force  vive;  une  correction  faite  à  la  méthode 
de  tirer  les  racines  numériques  ;  une  expression  monôme 
algébrique  entre  le  diamètre  et  la  circonférence.  Les  tables 
logarithmiques  d'additions  et  de  soustractions  lui  ont 
coûté  beaucoup  d'années  de  fatigues;  il  les  avait  confec- 
tionnées quelques  années  avant  sa  mort  et  allait  les  pu- 
blier quand  il  tomba  malade. 

Dans  la  Correspondance  de  Zach  (Gotha  1812,  vol. 
XXVI,  page  499))  Gauss  dit  :  Die  idée  dazu  hat  Leonelli 


•    (  89  ) 
so  viel  ich  weis  zuerst  angegében;  allein,  seine  jnêinutig 
war,  einc  solche  tafelfur  réchniingen,  mit  1 4  decimàlen 
zu  construireri. 

(Communiqué  par  M.  Bellavitis,  professeur  à  runiversité  de  Padoue.) 

Voici  ce  qu'on  trouve  sur  Leonellî  dans  les  Comptes 
rendus  de  Fuécadémie  des  Sciences  : 

Leonellî  (Zecchiwi).  —  Modifications  à  la  méthode 
d^ extraction  des  racines  numériques^  t.  IV,  p.  961; 
i.  Vn,  p.  653, 

—  Invention  et  Tables  de  logarithmes  additionnels 
et  déductifs^  t.  XIII,  p.  807. 

—  Note  sur  la  comète  de  mars  i843  \  t.  XVII,  p.  179. 

(Prouhet.) 


BIBLIOGRilPHie. 


Le  style  de  prospectus  n'est  pas  une  invention  moderne. 
Voici  un  spécimen  en  vers  qui  remonte  à  l'origine  de 
l'imprimerie. 

Kalendarium  Johannis  de  Monte  Regio. 

Sur  le  titre,  orné  de  vases  fleuris,  on  lit  : 

Aiireus  hic  liber  est  :  non  est  preciosor  uUa 

Gemma  kalendario  :  quod  docet  istiid  opns 
Aureus  hic  tiumerus  :  lune  :  solisque  labores 

Monstrantin*  facile  :  cunctaque  signa  poli  : 
Quotque  sub  hoc  libro  terre  per  longa  regantur 

Tempora  :  quisque  dies  :  mensis  :  et  annns  erit. 
Scitur  in  instanti  quecuûque  sit  hora  diei 

Hune  emat  ascrologus  y  qui  velit  esse  cito 
Hoc  Johannes  opus  regio  de  monte  Probatum 

Composuit  :  tota  notas  in  Italia. 

DuUetin  ma  thématique,  t.  IV.  (Décembre  iS58.)  12 


{9«) 
Quod  VeneUi  itnpressum  fuîl  in  tellure  per  llhs 
Inferiu^  quorum  nomiDa  picta  loco. 

1476. 
Bcrnardus  piclor  de  Auguàla 
Petrus  Loslein  de  Lange  nceu 
El rh ardus  HatduU  de  Âugusta. 

Calendrier  très-rare  et  imprimé  avec  luxe.  On  y  trouve^ 
nue   Table   de    Vems  sectione   per    duodecim  zodiaci 
signa.  Ou  donne  encore  cette  indication  dans  des  alma^ 
Tiachs  royaux  sous  Louis  XIV. 


Majïuel  théorique  et  pratiqué  de  l' Application  de  la 
méthode  des  moijndues  cailhéâ  au  calcul  des  o  oser  va 
TiOKS  ^  par  M-  Hitiet*  {Elfe),   Paris,    i858;  io-8  dei 
75  pages. 

Excellent  opuscule,  contenant  une  exposition  claire  de 
la  théorie  et  des  procédés  commodes  et  instructifs  pour 
la  pratique. 

Le  chapitre  V,  consacré  à  la  résolution  des  équations 
du  premier  degré  en  nombre  plus  grand  que  celui  des  in- 
connues, doit  avoir  de  T intérêt  pour  les  professeurs  des 
lycées. 

Au  chapitre  VIII,  on  résout  onze  équations  entre  cinq 
inconnues ,  exemple  emprunté  à  Gauss.  Les  résidtats  de 
M.  Ritter  diffèrent  dès  les  dizaines  de  ceux  de  l'illustre 
géomètre. 

La  méthode  des  moindres  carrés  est  extrêmement  ré- 
pandue en  Allemagne  et  employée  même  par  des  arpen- 
teurs. Nous  sommes  bien  loin  de  là.  Nos  levés  de  Cadastre 
méritent-ils  grande  confiance?  J'ai  connu  en  1812  à 
Mayence  un  vérificateur  de  Cadastre  qui  arguait  de  faux 
tous  les  calculs  par  logarithmes.  Il  est  mort  du  typhus 
pendant  le  siège  de  cette  ville. 


^ 


(9i  ) 


TABLE  DES  MATIÈRES  PAR  ORDRE  METHODIQUE. 

(TOME  IV.) 


Historique. 

Pages. 

Origine  du  mot  calculer 33 

Grand  prix  de  mathématiques  à  décerner  en  1 86i .  (Académie  des 

Sciences  de  Paris.  ) 33 

Note  ayant  pour  objet  de  signaler  les  erreurs  nombreuses  qui 
existent  dans  les  Tables  de  logarithmes  de  Callet;  par 
MM,  Lefort  et  Hoiiel 4i 

le. 

Leçons  d'Algèbre  ;  par  M.  Eugène  Rouché i 

Eléments  d'Arithmétique,  3®  édition  ;  par  M.  Lionnet 5 

Leçons  d'Arithmétique  élémentaire  ;  par  Maximilien  Marie, 

(M.  DE  Beynac. ) 9 

lA)garithmorum   VI  decimalium^   etc.  ;    auctore  Carolo  Bre- 

mikery  etc.  (M.  Houel) 12 

Leçons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  elliptiques; 

par  M,  Lamé,  (  M.  J.  Garlïn.  ) 22 

Transformation  des  propriétés  métriques  des  figures  à  l'aide 

de  la  théorie  des  polaires  réciproques  ;  par  M,  Mannheim . 

(  M.  Faure.  ) 26 

Leçons  de  Mécanique  élémentaire,  etc.  ;  par  MM,  Harant  et 

Laffitte 29 

Prospectus  Joannis  Kepleri astronomi  opéra  omnia  (*) 32 

Annali  de  matemaîica  pura  ed  applicata ,  di  Barnaha  Torto- 

Uni,  Tome  F,  n°  i,  i858 35 

Résolution  des  équations  transcendantes;  par  M.  Stern;  tra- 
duit par  M.  E.  Lévy 39 

Etant  donnés  neuf  points  d'une  surface  du  second  degré,  recon- 


(*)  Le  I®^  volume  a  paru.  Les  principaux  observatoires  du  monde  ont 
souscrit  y  excepté  un. 


9»  ) 

nMÎtre  ^î  un  dixième  point  est  intérleiiron  extérieur  à  la  sur- 
face ou  sur  la  surface  ;  par  âI.  de  Jonguféres. , , . .     45 
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BoumtiAou'A'Âjj  problème  de  posilian  relatif  à  la  théorie  des 
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Tmtttito  M  modr)  ùfTiissimo  di  tropure  la  radiœ  qaadra^  etc.  ; 

di  P.  J^  CfHaldi , , _ _  .     6S 

Journal  de  Crelle;  par  MM,  MorehanU^  etc.   LV*  volume, 

caliier  i,  i858 __.-._..._. ..,,._.     jg 

Ausgleichmgen  iler  FefUer  poiygonoitK  messtmgen  ;  par  For- 

àmdvr . ,  .  ,.,«....,,,,,.,.,, ♦.,,,.*     Bà 
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